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RESUM (català)
La necessitat d’obtenir dades de qualitat per a resoldre qüestions de tipologia diversa és 
fonamental, ja que amb aquesta estratègia es redueix la possibilitat de triar una solució 
dolenta; el sector del transport no és cap excepció. Malauradament, pel cas de la demanda 
del transport, les matrius Origen - Destinació (matriu O/D), aquest requisit pot ésser molt 
difícil d’aconseguir degut a que és informació que no és observable. El present treball 
consisteix en l’estudi de com aconseguir les dades de demanda pels problemes de fluxos en 
xarxes viàries mitjançant les dades de la xarxa d’aforaments de trànsit; un repàs de les 
tècniques proposades per a resoldre aquest problema i la implementació d’una d’elles, 
l’algorisme de Lundgren i Peterson (2008), l’evolució i perfeccionament del conegut 
algorisme d’Spiess (1990), permeten aprofundir en aquest tema.
RESUMEN (castellano)
La necesidad de obtener datos de calidad para la resolución de cuestiones de tipologia 
diversa es fundamental, debido a que con esta estrategia se reduce la posibilidad de elegir 
una solución mala; el sector del transporte no es ninguna excepción. Lamentablemente, en 
el caso de las demandas, las matrices Origen - Destino (matriz O/D), este requisito puede 
ser muy difícil de conseguir debido a que es información que no es observable. El presente 
trabajo consiste en el estudio de cómo conseguir los datos de demandas para los problemas 
de flujos en redes viales mediante los datos de la red de aforos de tráfico; un repaso a las 
técnicas propuestas para resolver dicho problema y la implementación de una de ellas, el 
algoritmo de Lundgren i Peterson (2008), la evolución y perfeccionamiento del conocido 
algoritmo de Spiess (1990), permiten profundizar en este tema.
ABSTRACT (English)
There is a mandatory need to get high-quality data in order to avoid inappropriate solutions 
when solving problems for any sector, and the transport sector is not an exception. 
Unfortunately, good transport demand data, Origin - Destination matrices (O/D matrix), can 
be really difficult to get, since it is unobservable information. This work studies ways to find 
this information for road networks through traffic counts. A review  of  some techniques to 
solve this problem and the implementation of  one of them, the Lundgren and Peterson’s 
algorithm (2008), the evolution and the improvement of the well-know  Spiess’ algorithm 
(1990), allows deepening in this matter.
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GLOSSARI
Definició
A Conjunt d’arcs de la xarxa
Ã Conjunt d’arcs amb aforament de la xarxa
Ap Paràmetre de calibració de la generació de viatges de la zona p-èssima
B Matriu auxiliar per al càlcul del Jacobià segons el mètode de Friesz i Torbin
Bq Paràmetre de calibració de l’atracció de viatges de la zona q-èssima
ca Cost per usar l’arc a-èssim
cpq Cost dels camins usats per unir la parella O/D i-èssima
D Matriu auxiliar per al càlcul del Jacobià segons el mètode de Friesz i Torbin
Dq Nombre de viatges atret per la zona q-èssima
da
Vectors de derivades parcials del flux de l’arc a-èssim respecte al canvi d’una unitat de flux per a cada 
parella O/D 
eī Vector d’afegiment d’una unitat de flux per a la parella O/D ī-èssima
G Conjunt de demanda de viatges factibles de les parelles O/D
F Funció objectiu
F1
Primera component de la funció objectiu,  la que té en compte la diferència entre la matriu llavor i la 
matriu estimada
F2
Segona component de la funció objectiu, la que té en compte la diferència entre el flux aforat i el flux 
estimat
gi Flux de viatges estimat la parella O/D i-èssima
gi Flux de viatges de la matriu llavor la parella O/D i-èssima
gpq Flux de viatges estimat entre la zona origen p-èssima i la zona de destinació q-èssima
gpq Flux de viatges estimat entre la zona origen p-èssima i la zona de destinació q-èssima
hk Flux que usa el camí k-èssim
I Conjunt de parelles O/D
J Aproximació del Jacobià: 
K Conjunt de camins
Ki Conjunt de camins de la parella O/D i-èssima
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Definició
Op Nombre de viatges generats a la zona p-èssima
P Matriu d’assignacions del flux de les parelles O/D als arcs
pia Element de la matriu P, proporció del flux de la parella O/D i-èssima passa per l’arc a-èssim
ři Direcció de descens per a la parella O/D i-èssima
S Matriu dels jacobians dels costos dels arcs vers el seu flux
sa Derivada parcial del cost de l’arc a-èssim respecte el flux de l’arc a-èssim
sab Derivada parcial del cost de l’arc a-èssim respecte el flux de l’arc b-èssim
V Vector de fluxos estimats dels arcs de la xarxa
Ṽ Vector de fluxos observats dels arcs amb aforament de la xarxa
va Flux estimat a l’arc a-èssim
ṽa Flux observat a l’arc a-èssim, que té una estació d’aforament
W Matriu de variances-covariances de les dades aforades i estimades dels arcs de la xarxa
wk
Element  k-èssim del gradient projectat de la funció quadràtica per a l’estimació del Jacobià J avaluada 
a la solució x 
xk 
Vector de derivada parcial del flux al camí k-èssim respecte al canvi d’una unitat  de flux per a cada 
parella O/D 
Z Matriu de variances-covariances de les dades observades i estimades de la matriu de viatges
α Longitud de passa per a l’exploració lineal.
γ1 Terme de ponderació de la primera component de la funció objectiu
γ2 Terme de ponderació de la segona component de la funció objectiu
Δ Matriu d’incidència camins - arc
δak Element binari de la matriu Δ, indica si el cami k-èssim usa l’arc a-èssim
Λ Matriu d’incidència parelles O/D - camins
λik Element binari de la matriu Λ, indica si el cami k-èssim es usat per la parella O/D i-èssima
Ψ Matriu d’assignacions del flux de les parelles O/D als camins
µ Costos dels arcs de la xarxa segons proporció d’ús
σ Costos dels camins usats respecte µ
Ω Conjunt de solucions factibles
∇F Gradient (o sotsgradient) de la funció objectiu
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INTRODUCCIÓ
El sector del transport es pot considerar estratègic en qualsevol societat desenvolupada ja 
que, pràcticament tot el que es pot consumir, des de les necessitats més bàsiques com són 
el menjar o l’aigua per beure, fins als béns i serveis, com poden ser els aparells electrònics, 
la informació o l’electricitat, han hagut de superar una distància física des del seu origen fins 
a la destinació final, segons un o diversos modes o mitjans de transport. La historia de 
l’ésser humà està fortament lligada amb la mobilitat, fent que sigui el transport el fil 
conductor de la realitat.
No s’ha d’oblidar que la humanitat, des dels seus començaments, sempre ha estat en 
constant moviment; Diamond (2006,pp. 43) estima que la colonització de tot el món 
habitable per part de l’ésser humà i les especies d’homínids que van evolucionar fins a 
l’Homo Sapiens, va acabar fa només 1.000 anys, després d’un viatge de milers de 
quilòmetres amb origen a l’Africa i amb més de 7 milions d’anys de duració. Aquests 
desplaçaments colonitzadors van ésser deguts, principalment, a les seves necessitats de 
supervivència.
Com a conseqüència d’aquests viatges, els primers humans van poder trobar les zones 
anomenades “bressols de les civilitzacions”, zones que degut a les seves condicions van 
permetre que es pogués fer el salt des de les societats nòmades cap a les sedentàries. Amb 
aquest canvi de mode de vida, no tant sols es va canviar les relacions amb l’entorn sinó 
també entre els diferents grup d’humans. Les noves societats sedentàries podien satisfer les 
seves necessitats bàsiques de supervivència principalment gràcies al conreu i a la 
ramaderia; però, al mateix temps, el fet d’establir-se en un assentament feia que perdessin 
la possibilitat d’obtenir alguns productes no presents al seu entorn més proper; per cobrir 
aquesta mancança es va originar el comerç, una activitat molt lligada al transport.
El transport es pot considerar que és sinònim de progrés de la humanitat, amb totes les 
seves avantatges i els seus inconvenients: des dels moviments migratoris inicials explicats 
anteriorment, fins al progressiu escurçament dels temps de viatge a mesura que s’ideaven 
nous modes de transports que permeten viatjar, ja sigui per aigua, per l’aire o per terra 
ferma, més ràpidament i que, a més a més, aconsegueixen superar, amb major o menor 
dificultat, les barreres, siguin absolutes o relatives, que hi ha al medi físic.
Difícilment es podria explicar el món i les societats del començament del tercer mil·lenni 
sense entendre el transport i la seva contribució; tan si s’analitza a nivell comercial i/o 
econòmic, com a nivell de les persones i les seves relacions amb el medi que les envolta, el 
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transport és la peça clau. Tan la globalització com el “Urban Sprawl” o dispersió urbana són 
dos exemples perfectes d’aquesta realitat i de la contribució.
El fenomen de la globalització de l’economia, el de poder deslocalitzar els centres productius 
dels centres consumidors, no tant sols es déu a l’aprofitament de les avantatges 
competitives entre dels diferents països, tal com va anunciar Ricardo (1817), i dels seus 
respectius factors de producció, sinó que el fet de poder transportar aquestes mercaderies 
de manera més barata i ràpida ha esdevingut el principal impulsor d’aquesta realitat. Si en 
els darrers anys no s’hagués pogut construir els grans vaixells mercants i/o el contenidor de 
vint peus, difícilment es podria gaudir d’una gran varietat de productes fabricats per 
l’aprofitament de les economies d’escala del transport.
L’altre exemple introductori de la importància del transport en l’actualitat es dóna a les 
ciutats, sobretot a les de les societats de l’anomenat primer món: és el cas de l’anomenat 
“Urban Sprawl”. Aquest fenomen originat gràcies a les condicions actuals del transport que 
permeten realitzar desenes de quilòmetres en poc temps i a l’existència d’algunes 
tendències urbanístiques que deslliguen l’activitat econòmica i industrial de la residencial, 
mitjançant l’especialització dels usos del sòl urbà, fan que les ciutats creixin com una taca 
d’oli sobre un superfície plana. En aquest escenari, el treballador ja no ha de viure prop del 
seu lloc de treball degut a que pot fer un desplaçament quotidià de força quilòmetres, una 
situació que era impensable just fa uns anys per l’excessiu temps de viatge però que, 
actualment, és de poc més d’una hora com a molt1 i, per tant, tolerable per a la persona.
Tots aquests motius i exemples fan que es pugui assegurar que el transport és una peça 
clau per entendre el món modern actual, ja sigui estudiant les seves conseqüències 
passades o a l’actualitat, i, evidentment, pot influir sobre el futur. 
Qualsevol acció que s’hagi de realitzar al món del transport és una decisió que, per extensió, 
també afectarà, i de manera molt significativa, al territori, a la societat i a l’economia, per 
citar-ne alguns. Degut a la importància d’aquest sector estratègic per a qualsevol societat, 
cal poder disposar de les eines adients per no només conèixer el seu funcionament, sinó 
també per poder prendre decisions sobre la seva expansió, millora i gestió d’acord amb una 
serie de principis, objectius, polítiques i filosofies. 
Les decisions sobre el transport que s’adopten, ja sigui per noves o millors infraestructures o 
canvis de tarificació per dir algunes, o que afecten al sistema de transports, com poden ser 
la creació de nou sòl urbà consolidat, s’han de prendre sense, malauradament, poder 
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1  Força estudis, sobretot realitzats als Estats Units d’Amèrica (EUA), estimen que el temps de viatge màxim 
tolerat per poder realitzar-lo de manera quotidiana és de vora els 70-90 min [Litman, 2012,pp.46]
experimentar les diferents alternatives proposades al món real, per veure les conseqüències 
de les interrelacions que hi ha entre el nou sistema de transports i/o el nou sistema 
d’activitats humanes, ja que el cost total d’aquests estudis esdevenen inassumibles o 
impossibles. És per aquest motiu que cal trobar altres maneres per poder fer prognosis dels 
efectes de qualsevol decisió per demostrar que es poden aconseguir les fites desitjades vers 
la mobilitat. 
El mètode més eficient per resoldre els diferents problemes relacionats amb el transport, el 
que dóna molt bons resultats amb uns costos relativament baixos, és la modelització de la 
realitat per a poder estimar els efectes dels diferents escenaris-solucions dissenyats i 
proposats. És, doncs, l’ús de models matemàtics, el que permet superar l’obstacle que 
suposa no poder experimentar cada alternativa a la realitat i que aconseguirà descriure 
molts dels efectes desitjats i d’altres no desitjats o col·laterals que cada alternativa-solució 
tindria si esdevé la  finalment triada a realitzar.
Arribats a aquest punt, en el que ja es pot deduir que s’usaran els models matemàtics per a 
l’ajuda a la pressa de decisions sobre moltes de les qüestions del sector del transport, cal dir 
el que, segurament, és una obvietat: els models matemàtics no són la realitat, són només 
una simplificació d’aquesta. La famosa frase «tots els models són equivocats... però alguns 
són útils» [Box i Wilson, 1951], expressa aquesta naturalesa de la modelització i les seves 
limitacions de base: no hi ha cap model que pugui reproduir tota la complexitat de la realitat 
però es fàcilment demostrable que hi ha alguns models que poden explicar un alt 
percentatge del comportament d’observacions fetes a la realitat. La transformació d’una 
xarxa real a un graf2 és el perfecte exemple de simplificació de la realitat segons un model, 
la xarxa resultant no és la real però és una bona aproximació.
Els resultats dels experiments que s’obtenen utilitzant la modelització matemàtica depenen 
directament del model triat i de la seva capacitat per poder explicar els fenòmens que 
s’observen a la realitat i del seu nivell de simplificació, però també depenen, i de manera 
gens menyspreable, de la qualitat de les dades input3 amb les que es treballarà; això vol dir 
que encara que s’utilitzi un model que pugui explicar la realitat quasi perfectament, els 
resultats que s’obtindrien serien totalment erronis si les dades introduïdes no són bones o no 
es corresponen amb l’àmbit físic-temporal a estudiar: les estimacions dels experiments no es 
podran correspondre amb les observacions que correspondrien a la realitat. L’èxit o el fracàs 
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2 Un graf és un conjunt d’objectes anomenats nodes units entre ells a partir d’arcs, que poden ésser dirigits o no 
dirigits  amb pesos o sense. En problemes de transport els arcs representen carrers, carreteres, vies ferroviàries... 
mentre que els nodes són interseccions reals o l’agrupació de tota la informació d’una zona generadora i/o 
atractora de viatges, en aquest cas els nodes es diuen centroides
3  Dades input són, per exemple, la demanda de transport però també la modelització de l’oferta (arcs i la seva 
topologia pel cas de models basats en la teoria dels grafs)
de les prediccions per a cadascuna de les alternatives dependrà de la capacitat del tècnic en 
usar el model adient i de proporcionar-li les dades correctes.
Els problemes de transport, ja sigui l’estudi de l’accessibilitat d’una zona, l’efecte que pot 
tenir la construcció d’una nova infraestructura, l’adequació i millora d’una existent, la 
vulnerabilitat de la xarxa o l’estimació de l’estat del trànsit en uns pocs minuts per poder 
aplicar polítiques preventives i prorreactives de gestió de la circulació entre d’altres, 
requereixen del coneixement força precís de la demanda del transport, la que s’usa com una 
dada input; l’eina més usada és la que es coneix com a matrius Origen - Destinació, a partir 
d’ara anomenades matrius O/D o també es poden anomenar matrius de viatges. Aquestes 
són unes de les dades input més complexes d’obtenir
Per entendre la importància de la matriu de viatges, dada input de la demanda, es pot parlar 
del conegut model de les quatre etapes, el model que esdevé paradigma de com estudiar la 
majoria de problemes de transports relacionats amb les interaccions entre la demanda de 
viatgers i l’oferta de transports, i que és format per les quatre etapes següents:
1. Generació de viatges: etapa en el que s’estimarà el nombre total de viatges 
generats i atrets per cada zona en la que s’ha dividit l’àmbit d’estudi. 
2. Distribució de viatges: en la que es dirà quin volum del total de viatges 
generat a una zona va a cadascuna de la resta de zones o a l'inrevés. El 
resultat és la matriu O/D, per a tots els modes de transport, pel període de 
temps estudiat.
3. Repartiment modal: en aquesta etapa s’estima quin es el percentatge de 
viatges per cada parella O/D que usa cada mode de transport disponible. El 
resultat és la matriu O/D per cada mode de transport i període estudiat.
4. Assignació a la xarxa4: finalment es procedeix a carregar la xarxa, assignant 
cada desplaçament a una alternativa concreta, segons el seu origen i destinació 
i el mode de transport triat. El resultat és el volum que es pot observar a  cada 
camí possible o cada arc del graf, aquests representen carrers, trams entre 
estacions... segons el mode de transport i pel període de temps.
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4 S’ha de dir que pel cas del transport privat, per exemple, caldrà encara fer un pas entre els passos 3 i 4, el que 
correspon a la traducció d’usuaris a vehicles; per exemple, pel cas de Catalunya segons dades de la Generalitat 
(2012), l’ocupació mitjana dels vehicles de d‘1,2 viatgers, és a dir, si tinguéssim en una parella O/D 1.200 
persones que se sap que es mouen en cotxe, això són 1.000 vehicles a la xarxa, essent aquesta dada la que 
s’ha de donar a la darrera etapa.
En aquest model, abans de poder realitzar el següent pas cal tenir, d’una manera o d’una 
altra, el resultat del pas anterior. La importància de les matrius O/D es pot veure precisament 
reflectit en la seva forma de tractar el problema de la interacció origen - demanda, ja que 
després de dues etapes el resultat és, precisament, la matriu O/D, ja sigui general o 
especialitzada en un mode de transport en concret. 
El mateix model de les quatre etapes presenta una important preocupació per tenir aquestes 
matrius degut a que si en qualsevol etapa no rep la informació adient, els passos següents 
només poden obtenir resultats erronis. En el món de la modelística es sol recordar que els 
models són dependent de les dades inputs5.
És evident que tenir una bona matriu O/D, de la mateixa manera que la resta de les dades 
input, no és pas una trivialitat o un luxe prescindible, sinó que esdevé una veritable 
necessitat per poder analitzar les diferents alternatives-solucions amb un alt grau de 
fiabilitat; si no s’usa una bona matriu de viatges, es trobarà que un cop s’observi a la realitat 
les conseqüències de la solució aplicada, els seus efectes seran, segurament, força 
diferents als que s’havia estimat, cosa que pot invalidar els resultats d’altres anàlisis que cal 
usar per a la pressa de decisions, com són: els Costos-Beneficis (ACB), valor actual net 
(VAN), taxa interna de retorn (TIR) o les anàlisis multivariants entre d’altres.
Des de fa anys, i essent coneixedors de la necessitat de tenir una matriu de viatges que 
sigui el més versemblant possible a la realitat, diferents grups d’investigació han estat 
realitzant treballs per apropar-se, des de diverses òptiques, a la matriu veritable mitjançant 
l’ús de tota la informació disponible que pugui ajudar a crear la matriu de viatges. 
La millora de les tècniques de mostreig i dels models matemàtics, la incorporació de les 
dades que pot oferir la xarxa d’estacions d’aforaments de la xarxa de transport en estudi o 
mètodes que es basen en seguiment de dispositius mòbils a través de les tecnologies 
Bluetooth o WI-FI per a l’estimació de series matrius O/D temporals [Barceló et al., 2013].
L’ús de mètodes per apropar-se o, fins i tot, obtenir la matriu de viatges representativa 
permetrà augmentar la qualitat dels resultats dels diferents estudis, que tinguin com a punt 
de partida aquesta matriu, sigui per a estudis actuals o prognosis, fent més difícil arribar a 
conclusions errònies en qualsevol estudi que es realitzi.
L’aparent sobre-esforç que representa la millora de la qualitat de la matriu de viatges és 
completament justificat, augmentant la qualitat dels resultat obtinguts, i com s’ha argumentat 
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5  De manera grollera i fent un símil amb  la teoria de sistemes d’espera o cues, força autors diuen que tots els 
models  poden seguir una disciplina Garbage In, Garbage Out; és a dir, no es pot esperar uns bons resultats sigui 
quin sigui el model usat, si les dades inicials no són adients.
anteriorment, qualsevol estudi realitzat amb unes dades de demanda dolentes esdevé un 
estudi, no només poc útil, sinó també molt perillós ja que pot provocar des d’una mala 
diagnosi fins a la tria de la pitjor solució possible.
Objecte i abast del present treball
L’objecte i abast d’aquest treball de fi de màster, també anomenat amb les sigles TFM, del 
màster de Logística, Transport i Mobilitat que oferta la Universitat Politècnica de Catalunya 
(UPC) als centres de l’Escola Tècnica Superior d’Enginyers Industrials de Barcelona 
(ETSEIB) i a l’Escola Tècnica Superior d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona 
(ETSECCP) és precisament plantejar l’aplicació d’una solució al problema de l’estimació de 
matrius O/D pel cas del transport privat per carretera, i tenint en compte la congestió, que 
siguin de major qualitat mitjançant la incorporació de la informació sobre el flux aforat a la 
xarxa.
Cal dir que l’abast d’aquest TFM queda limitat a un mode de transport en concret, això fa 
que l’objectiu a complir sigui el de voler trobar només la matriu O/D estimada de major 
qualitat que correspongui només a una part de la demanda del sistema de transports 
complert, la matriu que s’obté després del tercer pas del model de les quatre etapes. Es vol 
trobar la matriu de viatges que correspon al transport privat per carretera, considerat de 
manera agregada, sense divisió de classes (motos, cotxes, furgonetes...). És evident que la 
focalització en només una part del problema comporta que el resultat obtingut tingui una 
sèrie de les limitacions que són conseqüència de la simplificació del problema i que permet 
resoldre, com a mínim, una part important dels principals problemes de transport.
Els mètodes que seran utilitzats en aquest treball de fi de màster sobre l’estimació de la 
matriu O/D es poden veure des de dues perspectives diferents en referència als objectius 
declarats: l’obtenció de la matriu usant els aforaments d’alguns arcs o la millora i/o 
actualització d’una matriu de viatges de treball ja coneguda amb la incorporació de més 
informació que provenen dels diferents aforaments de la xarxa.
La primera perspectiva de la utilitat del present TFM correspon a la màxima d’intentar 
substituir els mètodes més tradicionals per a la obtenció de la matriu de viatges, com poden 
ser la realització d’enquestes i la posterior expansió a tota la població o l’ús dels models 
matemàtics mitjançant l’ús de dades socioeconòmiques relativament més senzilles d’obtenir, 
com són els models gravitatoris o d’oportunitats. Aquesta visió parteix de la premissa que 
veient els efectes que té la matriu O/D veritable sobre la xarxa real, es pot aconseguir 
conèixer aquesta matriu de viatges; és a dir, explicar l’origen de les observacions 
empíricament.
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La segona forma de veure la utilitat d’aquest document i dels seus resultats és una relaxació 
de l’anterior perspectiva; en aquest cas, es considera que les observacions a la xarxa real 
degudes a la demanda veritable només poden orientar a trobar la matriu O/D veritable, però 
que degut a les limitacions de treballar amb els models matemàtics i la simplificació que 
aquests fan de la realitat es necessita més informació que no pas la dels aforaments 
únicament. Això vol dir que aquesta segona forma de veure la utilitat dels mètodes que 
s’aplicaran és la de donar més qualitat a qualsevol matriu O/D ja existent incorporant més 
informació: la d’ajustar-la, la de calibrar-la o la d’actualitzar-la a l’any actual.
Tot i que pugui semblar que cal triar entre una de les dues visions per poder acabar definir 
adientment l’abast del present treball, es veurà que els diferents procediments que es 
presenten tenen, per definició, la dualitat de visions i, per tant, queda a decisió del tècnic 
triar com vol orientar-ne el seu ús segons quina és la que més li interessa o li convenç. 
Cal afegir que l’abast del present treball no es limita només a explicar el problema de 
l’estimació de les matrius de viatges a partir d’aforaments i les seves dificultats, o fer un 
repàs d’alguns dels mètodes fins ara proposats, sinó que el principal resultat i objectiu és la 
implementació d’un d’aquests procediments, en concret un mètode heurístic, per a poder 
completar el present treball amb experiències computacionals per tal de poder comprovar 
quin és el resultat, quina és la nova matriu O/D estimada per aquest procediment i, a més a 
més, disposar d’una eina informàtica que permetrà donar major fiabilitat als diferents estudis.
És per aquest motiu que amb el present treball s’implementa, en llenguatge C++, el 
procediment proposat per Lundgren i Peterson (2008,pp. 339-354), que és una adaptació del 
conegut mètode del gradient per a la resolució dels programes no-lineals, amb una sèrie de 
petits canvis i modificacions que, per decisió de l’autor del present treball així com dels 
tutors, s’han considerat adients i que intenten aprofitar molt més l’algorisme. 
Cal afegir que, per necessitats del propi algorisme, també ens cal disposar d’una eina 
d’assignació de trànsit, el que pot resoldre la darrera etapa del model de les quatre etapes; 
aprofitant els recursos disponibles a la UPC i dels seus centres d’investigació per a la 
realització d’aquest TFM, la implementació realitzada en aquest treball requereix de l’ús del 
software desenvolupat pel Centre d’Innovació del Transport (CENIT) i posteriorment refinat a 
l’InLab FIB,  per realitzar, en simulació macroscòpica, assignacions de trànsit en equilibri 
d’usuari, o també anomenat per les seves sigles en anglès UE a partir d’ara, amb el 
procediment del Gap de Fukushima [Codina, Ibañez i Barceló., 2012].
Cal destacar que entre les raons per haver triat ambdós mètodes, el de Lundgren i Peterson 
pel que fa l’estimació de les matrius de viatges i el de Codina, Ibañez i Barceló pel que fa 
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l’assignació del trànsit en macrosimulació, és el fet que ambos models permeten treballar, 
aparentment, amb xarxes viàries de mida força gran amb uns costos computacionals i de 
temps força raonables. Aquesta capacitat prevista de l’algorisme implementat de poder 
treballar amb xarxes força grans també és objectiu del present TFM. A més a més cal dir que 
la tria del model d’assignació de trànsit també és degut a la disponibilitat de l’algorisme ja 
programat en C++ que tenia l’equip de tutors; aquesta realitat va ser, també, el principal 
motiu per escollir aquest llenguatge per a la implementació de l’algorisme d’estimació de 
matrius O/D.
La dada output i mostra del resultat d’aquest TFM són noves matrius O/D estimades que es 
vol que siguin, estadísticament, millor que no pas qualsevol de les existents o de les que es 
poden aconseguir per altres mètodes més tradicionals. Els resultats esdevindran 
satisfactoris si s’aconsegueix trobar i demostrar que la nova matriu de viatges té més qualitat 
que no pas l’original triant, si es troben vàries, aquella que la seva quantificació de la millora 
sigui major.
Metodologia usada al treball de fi de màster 
El present treball de fi de màster té tres etapes diferenciades i que es deuen a la naturalesa 
pròpia del mateix. L’ordre d’aquestes és: una primera etapa teòrica i d’exploració de 
diferents formes de poder resoldre el problema plantejat per poder escollir-ne algun dels 
mètodes proposats pels diferents autors, una secció dedicada a les qüestions dels possibles 
mètodes a implementar per a resoldre la qüestió plantejada i l’explicació del mètode que 
s’ha triat per aquest TFM i, finalment, una darrera etapa amb l’experimentació computacional 
realitzada.
La primera etapa, la teòrica, consta de 2 capítols, on s’explica el marc teòric de com es pot 
resoldre el problema de la no observabilitat de la matriu O/D real amb els diferents mètodes, 
siguin els convencionals o mitjançant la introducció de nova informació procedent dels 
aforaments entre d’altres. Són aquests últims els que tindran major rellevància per ser 
l’objecte principal del present document, aprofundint en els aspectes que limiten la seva 
efectivitat i els que esdevenen punts forts per al seu ús. En el segon capítol es realitzarà 
l’State of the Art sobre els procediments de cerca de la solució exacta que s’han anat 
proposant.
A la segona etapa s’explica la filosofia principal d’alguns dels algoritmes heurístics més 
coneguts per a resoldre el problema plantejat; a més a més, es centrarà bona part del 
capítol 3 en l’explicació del procediment escollit i que, per tant, serà la base de tota 
l’experiència computacional posterior; es procedirà a aprofundir més en els detalls 
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algorísmics i de procediments d’aquest. Dins d’aquesta etapa, al capítol 4, s’explicaran les 
millores i/o modificacions realitzades, per aprofitar el potencial del mètode que proposen en 
Lundgren i Peterson, i la implementació realitzada per a poder realitzar una sèrie 
d’experiments computacionals.
En la darrera etapa es farà ús de l’algorisme ja implementat per a l’estudi d’una sèrie 
d’àmbits de treball de mida diversa amb diverses instàncies d’aquests per realitzar 
l’experimentació computacional i poder conèixer el seu comportament i els resultats que 
dóna. A més a més, i degut a que el procediment de Lundgren i Peterson es pot considerar 
que és una generalització i millora del mètode proposat per Spiess (1990), mètode que es 
implementat al software comercial EMME6 del que disposa el CENIT, tractant adientment els 
diferents paràmetres del software implementat en aquest TFM, es pot treballar amb aquest 
darrer mètode; això serveix per a poder establir comparacions entre els dos programes amb 
l’objectiu de garantir la correcta implementació feta en el present treball.
Aquesta darrera etapa intenta demostrar que és la correcta implementació d’aquest 
algorisme, el potencial ús del mateix i la factibilitat en l’ús d’aquest procediment per a xarxes 
de mida considerable amb un cost computacional i de temps assumible. A més a més, 
s’intenta comprovar les avantatges que, a priori, suposa la implementació del procediment 
de Lundgren i Peterson sobre anteriors, com el Spiess, per exemple.
El document finalitzarà amb un apartat dedicat a les conclusions que es poden extreure de 
tot el treball realitzat, i a possibles futures noves vies de recerca d’acord amb els diferents 
resultats obtinguts sobre el problema de l’estimació de les matrius O/D amb la incorporació 
de la informació dels aforaments disponibles a la xarxa.
Per complementar la informació del document i que ajudarà a entendre la metodologia 
usada, hi ha diferents annexos: un per explicar de manera breu el mètode del gradient i els 
seus derivats, detalls sobre el càlcul d’alguna de les millores realitzades, un petit manual 
destinat a explicar als possibles usuaris d’aquest software com s’ha d’usar la implementació 
feta en aquest TFM i com s’organitza la informació dins la memòria de l’ordinador; també 
s’exposaran els resultats donats per l’ordinador i que són comentats al cos de la memòria.
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6  La versió d’EMME que usa el Departament d’Estadística i Investigació Operativa de la UPC té implementat 
l’estimació de matrius a partir d’aforaments pel mètode proposat per Spiess (1990)
Treball de Fi de Màster                    Procediments heurístics per l’estimació de matrius O/D a partir d’aforaments
18                                                                                                                                           VOLUM 1 - MEMÒRIA
Màster universitari en Logística, Transport i Mobilitat
ETSEIB - ETSECCPB - UPC
1. LES MATRIUS ORIGEN - DESTINACIÓ. EL 
PROBLEMA DE LA SEVA ESTIMACIÓ
Les matrius Origen - Destinació, també conegudes com matrius O/D o de viatges, són la 
principal eina que descriu els moviments que es fan des d’una zona cap a una altra, en valor 
absolut, on cada cel·la d’aquesta taula ens indica la quantitat de desplaçaments que surten 
d’una zona cap a l’altra dins d’un període de temps predeterminat. 
Aquesta matriu és una de les principals dades input, juntament amb la modelització de la 
xarxa del transport en forma de graf  amb pesos (temps o cost de viatge al llarg d’un arc), a 
la gran majoria dels problemes de transports que s’han d’analitzar, estudiar i que els hi cal 
trobar una solució d’acord amb uns objectius i principis. Aquestes matrius poden fer 
referència a la totalitat dels viatges o només a una part, ja sigui per motiu de la realització 
del viatge o mode de transport usat, entre altres. Cal dir que aquestes matrius solen ser de 
molt baixa densitat, és a dir, molts dels seus valors són zeros i, per tant, molt de l’espai que 
pot requerir tota la matriu en la memòria d’un ordinador es pot qualificar com a 
innecessàriament ocupat; en molts algorismes, a més a més, es pressuposa una disposició 
esparsa de l’objecte matricial
A la figura 1.1 es pot veure una matriu O/D teòrica, per un període de temps indeterminat 
que indica el nombre de viatges que s’han originat a la zona origen cap a la destinació dins 
del període de temps d’estudi, per a tots els modes i motius de l'àmbit d’estudi.
Figura 1.1: Exemple teòric d’una matriu O/D. Font: Apunts classe Modelització Avançada de 
la Demanda del Transport - Esteve Codina (UPC)
Cada fila i/o columna d’aquesta matriu representa cadascuna de les zones de transport, que 
són les demarcacions més petites en les que s’ha dividit l’àmbit d’estudi per a simplificar el 
seu tractament; la tria de com han d’ésser aquestes zones, i per tant quin és el nivell 
d’agregació que es vol pel model, és una qüestió rellevant i que ha de respondre amb 
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justificacions lògiques degut a que esdevenen un compromís entre la mida de l’àmbit 
d’estudi, el nivell de agrupació o segregació dels resultats que es vol aconseguir, la 
homogeneïtat socioeconòmica, de l’ús del sòl i d’accessibilitat al sistema de transport així 
com a l’esforç d’obtenir les dades, de tractar-les i, posteriorment, de treballar amb elles i 
donar resultats útils. 
A part de les zones que formen part de l’àmbit d’estudi, han d’existir unes zones extres que 
defineixen tot aquell territori que no és objecte pròpiament de l’estudi però que els seus 
fluxos també entren a l’àmbit d’estudi; aquestes són les anomenades portes del model i 
també són representades per files i columnes a la matriu de viatges. Aquestes zones fora de 
l’àmbit permeten modelitzar tots aquells desplaçaments que es donen entre el territori 
objecte d’estudi amb la resta de regions veïnes, o de les relacions entre aquestes i que usen 
la xarxa de transport que s’està estudiant. El resultat d’aquestes divisions en zones són les 
dimensions de la matriu de viatges (n,n), on n és el nombre de zones total (de l’àmbit més 
les portes del model).
Cal dir que cada zona en la que es divideix l’àmbit d’estudi té una serie de variables 
sociodemogràfiques i econòmiques com poden ser la població resident, la piràmide d’edats, 
la mida mitjana de la unitat familiar o el nivell formatiu de cada habitant; o d’altres, com la 
renta familiar disponibles, l’index de motorització o el sòl dedicat a activitats econòmiques, 
que poden ser usades per entendre el per què de la mobilitat d’aquesta zona. Aquestes 
dades són relativament fàcils d’obtenir degut a que qualsevol servei d’estadística de 
qualsevol país, regió o ciutat es sol encarregar de tenir-les actualitzades.
Lligant aquestes apreciacions a l’objecte del present TFM, el principal problema de la matriu 
O/D és que, sigui quina sigui la mida de les seves zones i/o de l’àmbit d’estudi, si es vol 
aconseguir la matriu de viatges real caldria tenir monitoritzada a tota la població i totes les 
activitats econòmiques de la zona d’estudi, així com els visitants que venen de fora d’aquest 
àmbit o que només la travessen, els que només hi són de pas; és per aquest motiu que, a la 
pràctica, es pot dir que aquesta matriu no és observable a la realitat, havent d'utilitzar 
matrius O/D estimades, que puguin assegurar la màxima versemblança amb el que es pot 
anomenar matriu del dia tipus, i treballar amb aquestes.
La problemàtica de no disposar de matrius representatives de bona qualitat de la mobilitat 
d’un àmbit, afecta també a les possibles prognosis de futur ja que molts dels treballs que cal 
realitzar requereixen tenir una matriu de viatges actual pel dia tipus, també anomenada 
matriu a l’any base o de l’any cero, molt bona per a poder estimar les matrius futures fins a 
l’any horitzó d’un projecte i/o estudiar la seva evolució a partir de la situació actual. Si la 
matriu de l’any zero no es correspon amb la realitat ni amb els efectes observats sobre la 
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xarxa, llavors és molt poc probable que prognosis de la matriu futura realitzada a partir de la 
de l’any zero sigui gaire fiable.
Abans d’explicar, a grans trets, diferents procediments per estimar aquestes matrius, cal fer 
esment que no existeix una única matriu Origen-Destinació real, sinó que s’ha de parlar de 
l’estimació de la matriu que, estadísticament, és representativa7
També cal dir que, depenent de si es vol estudiar l’àmbit amb simulació macroscòpica, 
mesoscòpica o microscòpica, el tècnic haurà de cercar un tipus de matrius Origen - 
Destinació  adient per a cada cas: arribats a aquest punt cal parlar del concepte de les 
matrius O/D estàtiques i les matrius dinàmiques. 
Les matrius O/D estàtiques són les que serveixen per a entendre i resoldre els problemes de 
fluxos totals de la xarxa de transports en un període de temps predeterminat (franja 
temporal), per exemple un dia; a més a més, són la base de la planificació i/o disseny de la 
xarxa de transports. El present treball de fi de màster es centra exclusivament en aquest 
tipus de matriu de viatges, de manera que la resta del document sempre que es parla de 
matrius O/D i la seva estimació es farà per a determinar la matriu estàtica, la que només 
compta tota la demanda de viatges d’un període de temps. 
Per contra, també es podrien plantejar les matrius O/D dinàmiques, que són un conjunt de 
matrius de viatges que canvien al llarg del temps, havent-hi una matriu que compta tota la 
demanda que surt de la zona origen cap a la seva destinació dins de cada interval de temps 
predeterminat, permetent estudiar l’evolució de l’ús de l’oferta de transports dins d’un 
període de temps, per exemple, la fluctuació del volum de demanda al llarg del temps 
d’estudi, i establir estratègies operatives o a curt termini per a la gestió del trànsit, per 
exemple.
El tipus de matriu té influència sobre quin tipus d’assignació de transit es pot fer: les matrius 
O/D estàtiques són les que es fan servir als models macroscòpics8 d’assignació de trànsit, 
mentre que les matrius de viatges dinàmiques són necessàries per a la resolució de les 
assignacions de base mesoscòpica i microscòpica9, ja que aquestes darreres, com s’ha dit, 
tenen en compte també els efectes de propagació del transit al llarg del temps. Depenent del 
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7 Per a cada dia hi pot haver-hi una matriu diferent, de manera que no es pot parlar, estrictament, d’una única 
matriu representativa. Per estalvi del llenguatge, parlar de la matriu representativa en aquest document fa 
referència a aquella matriu que s’observaria en un dia tipus preestablert.
8 La simulació macroscòpica de trànsit de N classes requereixen un joc de N matrius O/D, una per a cada classe.
9  La simulació mesoscòpica i microscòpica de trànsit de N classes i T intervals requereixen un joc de N x T 
matrius O/D, una per a cada classe i interval de temps d’estudi
tipus de treball, l’abast del mateix i les hipòtesis de comportament del trànsit, caldrà fer ús 
d’un tipus de model o de l’altre i això condiciona el tipus de matrius a emprar.
Ambdós tipus de matrius també es poden classificar segons quin és l’abast dels mateixos, 
és a dir, es podria treballar amb matrius estàtiques segons el motiu del viatge, el sexe o, 
com s’aconsegueix al finalitzar el darrer pas de la tercera etapa del model de les quatre 
etapes, segons el mode de transport triat. Per l’abast del present treball, la resta del 
document no només es referirà a les matrius O/D estàtiques, sinó també per a les que fan 
referència només a la mobilitat entre zones realitzades amb vehicle privat (trànsit).
1.1. L’estimació de les matrius O/D. Diverses estratègies.
Des de que es van començar a realitzar els diferents models per estudiar les xarxes de 
transport, l’obtenció de la matriu O/D ha estat un dels principals problemes experimentats 
degut a la seva importància i al problema de la seva no observabilitat a la realitat; tant és així 
que han estat diverses les formes de tractar aquest problema. Segons Cascetta (1984.pp. 
284) les matrius O/D de treball per a l’actualitat es poden obtenir per diferents mètodes que 
es poden classificar en tres grans grups: un primer grup que engloba les matrius de viatges 
obtingudes mitjançant la realització d’enquestes i l’ús de la teoria del mostreig (mètodes 
directes), una segona categoria utilitzant models indirectes d’estimació d’aquestes matrius 
com poden ser els models gravitatoris o d’oportunitats entre d’altres, i finalment, el tercer 
grup anomenat estimació per aforaments, que són l’objecte del present TFM.
Degut a la importància i dificultat per a poder trobar la matriu O/D representativa, es adient 
fer un petit resum de la filosofia de les diferents principals estratègies que hi ha, seguint la 
classificació de Cascetta, per tal de disposar com d’un petit estudi de benchmarking teòric 
que ajudi a raonar el per què el present document es centra en una categoria en concret i no 
pas en cap de les altres dues.
1.1.1. Estimació de matrius O/D per mètodes directes
L’estimació de les matrius O/D feta segons els mètodes de la primera categoria, també 
anomenada d’estimació directa, consisteixen en la realització d’enquestes i l’ús de les 
tècniques de mostreig per a, posteriorment, expandir els resultats a la resta de la població; 
aquests mètodes són, segurament, uns dels més usats per a poder entendre la mobilitat 
dins de qualsevol zona d’estudi; són mètodes que intenten observar i estimar directament la 
matriu de viatges.
Aquestes enquestes poden ésser des de petits comptatges manuals en alguns punts on es 
pregunta directament a cada usuari de la xarxa de transports quin és el seu origen i quina és 
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la seva destinació, fins a d’altres de més elaborats en els que es demanen motius, modes de 
transports usats i, fins i tot, franja horària de la sortida i/o de l’arribada o el cost del seu 
viatge, entre altres. Normalment aquestes es fan periòdicament, fent enquestes amb  grans 
mostres cada 5 a 10 anys o d’altres amb mostres més petites cada 1 a 5 anys per tenir una 
base d’actualització de les antigues.
L’estimació de les matrius per enquestes es caracteritza per ésser força cara, degut a la 
necessitat de persones formades per a realitzar les enquestes o al fet d’haver de realitzar un 
proces de disseny del pla de mostreig i del contingut del qüestionari de l’enquesta, prova 
pilot per assegurar-se que dóna els resultats esperats i, finalment, fer el tractament de les 
dades per a que esdevinguin útils, per citar-ne alguns inconvenients a priori.
Degut precisament al fet que aquest mètodes requereixen de la tria, segons les tècniques de 
mostreig, d’un conjunt de subjectes com a mostra relativament petita en relació a la població 
a estudiar, fa que sigui possible que la informació recollida pugui contenir algun tipus de 
biaix a més de l’error de precisió intrínsec a la utilització de mostres (dit error de mostreig 
afecta a la precisió dels resultats) que faci que la matriu de viatges de treball obtinguda per 
aquests mètodes no sigui gaire bona si el pla de mostreig no compleix amb la 
representativitat de la població. Evidentment, essent curosos amb el desenvolupament 
d’aquest enquestes i la selecció de la població mostra es pot eliminar, dins d’un rang de 
tolerància, alguns d’aquests problemes; l’error del mostreig només es pot reduir mitjançant 
l’increment de la mostra.
Un altre inconvenient que presenta l’estimació directa és que el resultat que s’obté com a 
matriu O/D no deixa de ser, en el millors dels casos, una fotografia fixa d’un període de 
temps, intentant que les dades obtingudes corresponguin al que es podria dir, pel cas d’un 
dia d’estudi, a un dia tipus. Malauradament, aquesta informació té una data de caducitat 
degut a que, amb el pas dels anys, es pot observar que hi ha hagut canvis socioeconòmics 
i/o a la xarxa de transports que poden canviar els patrons de mobilitat, que la matriu de 
viatges que es disposa explica: es poden haver generat o destruït desplaçaments 
posteriorment a la data de la realització de l’estudi que va originar dita matriu de treball 
actual. 
Cal afegir que hi ha força autors que consideren obsoletes les matrius obtingudes per aquest 
mètode just en el moment de la seva publicació degut a la llarga duració del procés de 
captura d’informació i posteriors tractaments de les dades.
Tornar a posar al dia aquesta matriu tenint en compte canvis importants, sobretot en la oferta 
del transport o en la generació o atracció de viatges pels mètodes d’enquestes, requereix 
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haver de realitzar-ne unes noves enquestes, com a mínim en part, amb tots els costos i 
inconvenients explicats anteriorment. 
En el cas de que la zona no hagi patit grans canvis, l’actualització d’aquesta matriu es pot fer 
mitjançant factors de creixement d’acord amb dades que puguin ésser explicatives de la 
mobilitat, per obtenir la matriu de viatges a la data de l’estudi10. Els models que usen els 
factors de creixement per a l’actualització a temps actual també s’anomenen mètodes 
anàlogs.
També, com bé ja s’ha comentat anteriorment, es necessiten les matrius de viatges actuals 
per a que serveixin com a base de noves matrius O/D per a escenaris futurs; les obtingudes 
per enquestes poden ser usades per a l’obtenció de matrius de viatges a l’any horitzó o 
anteriors, usant els factors de creixement en cas de que es suposi que la xarxa no es 
modificarà gaire o, en cas d’estudiar una zona amb canvis significatius, com a matriu de 
calibració de molts del mètodes indirectes que s’expliquen al següent apartat.
A l’equació 1.1. es pot veure la formulació per actualització de la matriu de viatges on gpq 
són els viatges entre la zona p-èssima i la q-èssima (el superíndex indica si és el nou valor o 
l’antic) i f(sit, sit) és el factor de creixement, obtingut per la diferència de la situació d’algunes 
variables explicatives (sit) antiga amb la nova o estimada al futur.
(Eq. 1.1)
Altres mètodes directes són la lectura de matrícules de cotxes [Castillo, 2012] o el seguiment 
dels dispositius mòbils o dels propis navegadors GNSS11  que intenten captar la informació 
dels viatges directament de la observació per a crear les matrius O/D per una sotspoblació 
o sotsàmbit en concret (Flagging Method (de rasteig) o el mitjançant procediments cordó12). 
Un cas particular dins d’aquests darrers mètodes directes és el que es pot fer en molts dels 
transports públics, sobretot interurbans, ja que permeten fer també aquest seguiment, com a 
mínim parcialment en el recorregut del viatger, mitjançant el comptatge dels bitllets, degut a 
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10 Aquest sistema també es pot usar per estimar la matriu O/D a l’any horitzó de l’estudi considerant vàlides les 
matrius de l’any cero i que el canvi en la matriu de l’any horitzó es pot explicar amb l’ús de factors de creixement.
11  GNSS són les sigles en anglès de Global Navigation Satellite System. Dins d’aquests sistemes es troben el 
conegut  GPS (EUA), que en el llenguatge popular actual dóna nom a tots els navegadors, el GLONASS (antiga 
URSS, actualment de la Federació Russa) i són en desenvolupament el GALILEO (Unió Europea) i el Compass 
(Xina). Molts dels navegadors usen més d’una constel·lació de satèl·lits per trobar la seva posició.
12  Els procediments cordó consisteixen en comptar el nombre de vehicles que entren i surten d’una zona en 
concret;  per exemple el control dels vehicles que entren i surten d’un aparcament es pot considerar un mètode 
directe de captació d’informació pel procediment cordó.
que aquests informen de l’origen, la seva destinació i molta altra més informació de cada 
client. Com bé s’ha dit, aquesta informació és limitada ja que, per exemple, si només es 
coneix que l’usuari ha agafat un tren per anar de Barcelona a València, l’únic que es pot 
assegurar és que aquest usuari té l’origen en algun punt de la zona d’influència de l’estació 
d’origen i té com a destinació un punt de la zona d’influència de l’estació de destinació, però 
qualsevol dels dos punts poden correspondre a altres modes de transports que poden ésser 
portes del model.
Per finalitzar, cal dir que els mètodes directes permeten, en certa mesura, trobar tota la 
informació dels tres primers passos del model de les quatre etapes de manera conjunta, ja 
que depenent de l’abast de les preguntes que es puguin fer, es pot obtenir tota la informació.
1.1.2. Estimació de matrius O/D per mètodes indirectes
Per intentar superar alguns d’inconvenients que han presentat els procediments englobats a 
la primera categoria, sobretot el tema de la caducitat de les matrius O/D, el cost que tenen 
per aconseguir-les i amb l’objectiu de poder crear matrius d’escenaris futurs més fiables, que 
incloguin un major nombre de paràmetres que expliquin millor les interrelacions existents i 
que donen origen a la mobilitat de la zona, més que no pas amb l’ús dels factors de 
creixements que solen ser força simples, es pot considerar l’ús del segon grup de 
procediments que estimen matrius O/D, els anomenats indirectes.
Aquests procediments es caracteritzen per intentar cercar la relació que hi ha entre cada 
zona de l’àmbit d’estudi mitjançant l’aplicació de models matemàtics adients per cada cas. 
Cal dir que moltes vegades quan es parla dels tres primers passos del model de les quatre 
etapes es sol pensar en els procediments indirectes per a l’estimació de les matrius de 
viatges, és per aquest motiu que és convenient explicar com es pot obtenir dita matriu per 
aquests procediments mitjançant el model de les quatre etapes. Degut a que l’objectiu 
d’aquest document és l’estimació de les matrius Origen - Destinació, en aquest apartat 
només es comentarà les tres primeres etapes del model de les quatre etapes, ja que la 
darrera ja només usa les matrius de demanda trobades pels passos anteriors.
La primera etapa, la de la generació de viatges, té com a objectiu obtenir el volum total 
generat i atret per a cadascuna de les zones d’estudi, anomenats també totals marginals 
quan s’usa una fila/columna extra a la matriu de viatges com a sumatori de tots els valors de 
la mateixa columna (viatges atrets) o fila (viatges generats) respectivament. 
Les dades de generació i atracció de viatges es poden obtenir, per al temps actual d’estudi, 
mitjançant l’estudi de la realitat sociodemogràfica i econòmica de cada zona o, de manera 
menys acurada, mitjançant l’actualització de les anteriors dades mitjançant factors de 
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creixement obtinguts amb els canvis de la realitat de les zones. L’actualització per factors de 
creixement segueixen l’equació 1.1 però estimant només valors de generació o atracció de 
la zona. Per usar aquestes tècniques cal tenir unes dades anteriors fiables per a poder 
aplicar-li aquests factors.
Altres tècniques més elaborades usen models matemàtics basats en regressions lineals 
múltiples o funcions de producció de Cobb-Douglas (exemple d’aquestes funcions és 
l’equació 1.2), usant com a variables explicatives de cada zona, que són relativament més 
fàcils d’obtenir com s’ha explicat amb anterioritat. La principal avantatge d’aquests models 
és que permet entendre com afecta el canvi de cada variable en el comportament de la 
generació i/o atracció de viatges de cada zona, en canvi el principal problema que tenen és, 
com en tots els models matemàtics, la necessitat de calibració d’aquests per a cada àmbit 
de treball i segons les dades disponibles i/o que es vulguin usar.
(Eq. 1.2)
A l’equació anterior, el resultat (Op) és el total de viatges originats a la zona p-èssima, les X 
són les diferents variables explicatives k-èssimes de la zona p-èssima i les θ són diferents 
paràmetres a calibrar, general de la zona en concret o pròpies de cada una de les N 
variables explicatives. 
Aquests models poden presentar problemes com són el no garantir explícitament que el total 
de viatges generats sigui igual al total de viatges atrets per a tot l’àmbit d’estudi o d’altres 
com poden ser els de colinealitat entre les variables explicatives i els d’heteocedistidat; 
aquests darrers es solen donar més en models que usen dades agregades.
Una altra forma d’obtenir els valors totals de generació i atracció de viatges és l’aplicació 
dels models anteriorment explicats en categories, procediment que segmenta la població en 
categories i s’estima una mitjana de viatges per a cada categoria, esdevenint el nombre total 
de viatges el sumatori de les multiplicacions entre el nombre d’individus dins d’una categoria 
pel nombre de viatges estimats que fa cada individu dins d’aquesta categoria. Aquests 
models solen presentar problemes per entendre l’aportació de cadascuna de les variables 
significatives a la mobilitat, la dificultat de tenir una mesura de bondat d’ajust de la calibració 
o la necessitat de mostres grans per tenir resultats bons.
Finalment una altra forma d’estimar aquests viatges és mitjançant catàlegs, on s’estima la 
quantitat de viatges generats i/o atrets per, per exemple, la superfície de cada ús del sòl. 
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Aquests mètodes no són gaire precisos i només caldria usar-los per a fer una primera i 
ràpida estimació del volum de viatges nous que es poden originar degut a una nova actuació 
urbanística. Un exemple d’aquest mètode i els seus valors és l’annex 1 del Decret 344/2006, 
de 19 de setembre, de la regulació dels estudis d’avaluació de la mobilitat generada 
[Generalitat de Catalunya, 2006,pp. 39.394].
Un cop ja es coneix el total de viatges que genera i atreu cada zona, el següent pas dins del 
model de les quatre etapes i que és el darrer per obtenir la matriu O/D de tots els modes de 
transports, és l’anomenada etapa de la distribució dels viatges. Aquesta etapa és la que, per 
molts autors, dóna nom a aquesta categoria d’estimació de matrius de viatges i que 
consisteix en l’ús de models matemàtics.
Tot i que hi ha una gran varietat de models que aconsegueixen trobar aquestes matrius, 
quasi tots tenen en comú que les variables que intervenen són els valors dels de viatges 
generats en la zona origen, els viatges atrets en la zona destinació i un cost degudament 
ponderat entre ambdues zones com un valor d’impedància; a més cost major és la 
resistència a fer aquest trajecte i, per tant, menys viatges hi haurà respecte als que es poden 
obtenir amb una altra zona amb idèntica atracció però amb un cost per arribar-hi menor.
Alguns d’aquests mètodes, també anomenats mètodes sintètics [Ortúzar i Willumsen, 
2008,pp. 263], són els coneguts models gravitatoris, degut a que tenen una força base 
teòrica derivada de la formulació gravitatòria de Newton o de la cerca de la matriu de 
màxima entropia [Wilson, 1966], els d’oportunitats o els models electrostàtics [Patriksson, 
1994,pp. 13]. Agafant com a mostra els models gravitatoris, aquests es poden escriure de 
forma com es mostra a l’equació 1.3.
(Eq. 1.3)
On:
• k és una constant a calibrar
• Op és el total de viatges generats a la zona p-èssima
• Dq és el total de viatges atrets a la zona q-èssima
• Cθpq és el cost per anar de la zona p-èssima a la q-èssima amb el paràmetre a 
calibrar θ
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L’equació 1.3 es pot escriure també de forma com es fa a l’equació 1.4, on es permet 
disgregar el paràmetre k a calibrar en una part corresponent a la generació de viatges (Ap) i 
una altra per a l’atracció (Bq). Aquests paràmetres es poden calibrar mitjançant algorisme de 
Furness (Furness, 1965) i modificacions; per exemple, si segueixen els models de distribució 
de màxima entropia biproporcionals o doblement constrets (amb constriccions d’origen i de 
destinació) o triproporcionals o triplement constrets si afegim les temporals, entre altres; 
f(Cpq) és la funció que té en compte el cost de fer el viatge entre les dues zones, pel cas de 
l’equació 1.3 s’ha utilitzat la funció C - θpq, degut a que és la que permet escriure una formula 
semblant a la gravitatòria de Newton, però es podria haver utilitzat unes altres funcions com, 
per exemple, l’exponencial negativa o la distribució gamma. 
(Eq. 1.4)
S’ha d’observar que una mala calibració dels paràmetres crearia una matriu errònia però que 
compleix amb els valors de la generació i atracció de viatges per a cada zona. Per això cal 
validar la matriu obtinguda, per assegurar-se que no només és una matriu factible sinó que 
és, a més a més, una matriu que s’assembla a la real.
Un cop finalitzat el pas 2 ja s’ha obtingut, si s’ha pogut validar adientment, la matriu O/D de 
la nostra zona d’estudi. Alguns dels problemes relacionats amb el transport ja podrien 
quedar satisfets amb la matriu obtinguda al segon pas; malauradament aquesta matriu no té 
en compte el repartiment modal; és per això que cal el 3r pas on s’assigna cada viatge de la 
matriu a un mode o combinació modal de transport en concret.
Quan es parla de repartiment modal entra en joc el concepte d’Utilitat percebuda de cada 
alternativa, la qual s’intenta modelar també per regressions lineals múltiples amb una sèrie 
de variables explicatives com poden ser el cost out-of-pocket del trajecte, el temps o 
l’estimació de la comoditat, entre d’altres. Per simplificar l’explicació de la tria modal, un 
usuari triarà l’alternativa que li doni major utilitat respecte a la resta.
Com tota regressió lineal, hi ha una part sistemàtica, la corresponent a la regressió, i una 
altra que és aleatòria, corresponent als errors; això vol dir que s’ha de tenir en compte 
aquesta aleatorietat per poder saber quin és el mode de transport amb major utilitat per a 
cada usuari. Aquests errors són deguts a la percepció pròpia de cada usuari i/o falta 
d’informació entre d’altres; aquests són molt difícils de modelitzar i per això cal usar mètodes 
estocàstics, anomenats models d’utilitat aleatoria (Random Utility Models o RUM)
Per resoldre aquest problema es fa ús dels models probits (associats a la distribució Normal) 
o els models logit (associats a la distribució de Gumbel) per al model de seleccions 
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d’alternatives discretes, essent els darrers, i les seves variants, els més usats per la seva 
senzillesa i facilitat computacional; el resultat que s’obté és la proporció d’usuaris que trien 
un mode i no un altre. Un cop aplicat aquest pas, ja es disposa de les matrius O/D tan 
generals com les de cada mode de transport.
Abans d'exposar alguns dels principals inconvenients dels procediments d’aquesta 
categoria, cal dir que hi ha força autors, com per exemple Kraft i Wohl (1968) o Evans 
(1976,pp. 37-57), que han intentat, mitjançant models com poden ser els de producció o 
Cobb-Douglas, per citar-ne alguns, cercar les matrius desitjades fent els tres passos alhora 
o, com a mínim un parell d’ells. Aquests models que permeten obtenir la matriu O/D per 
modes o general amb només un únic model tenen com a petit inconvenient que no permeten 
conèixer directament l’efecte de cadascuna de les variables explicatives  de la zona sobre la 
mobilitat.
Com es pot deduir de l’explicació feta, els mètodes indirectes es caracteritzen perquè usen 
d’informació característica de la zona i dels sistema de transports per obtenir les matrius O/D 
mitjançant l’ús de diferents mètodes matemàtics. 
Malgrat l’aparent avantatge respecte els mètodes directes, sobretot pel que fa la cerca de la 
informació necessària per obtenir resultats esperats, el principal inconvenient de tots els 
models matemàtics: la necessitat de trobar el mètode adequat, la seva calibració i la 
posterior validació del model; per a fer-ho, cal conèixer les dades de les observacions del 
món real, les quals, moltes vegades tenen el mateix problema que la matriu O/D, no són 
disponibles.
És per tot això que els mètodes indirectes requereixen, en les diferents etapes explicades, 
també de l’ús de les enquestes per a poder modelitzar la mobilitat d’una zona i entre zones. 
Dit d’una altra manera, els mètodes indirectes solen requerir de l’ús de mètodes directes per 
a poder cercar els models matemàtics adients i ésser ben calibrats ja que, posteriorment, 
seran els que han de permetre l’actualització de la matriu de viatges per a, per exemple, 
crear matrius O/D futures per a la prognosis de l’any horitzó del projecte. Un cop es tinguin 
ja els models adients per a l’àmbit d’estudi aquest es pot usar per a actualitzar les matrius 
també, amb la seva corresponent validació dels resultats.
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1.1.3. Estimació de matrius O/D usant aforaments de la xarxa
La darrera categoria de mètodes per a l’estimació de matrius O/D és el que, en el cas dels 
estudis del trànsit, per exemple, es centra precisament en fer el recorregut contrari al model 
de les quatre etapes; és a dir, en aquesta perspectiva, per arribar a la matriu de viatges dels 
vehicles privats (trànsit) que es pot obtenir al finalitzar el tercer pas, només cal venir des del 
darrer pas i, a partir d’aquest, estimar la matriu de viatges; dit de manera força grollera, 
aquests procediments volen resoldre el problema invers al de l’assignació de trànsit.
Per poder entendre l’estimació de les matrius de viatges per aforaments, primer cal fer un 
petit repàs al problema de l’assignació del trànsit, la darrera etapa del model de les quatre 
etapes i que no s’ha explicat a l’apartat anterior. 
Aquesta darrera etapa, que en terminologia anglosaxona es coneix també per les sigles TAP 
(Traffic Assignament Problem), consisteix en, conegut el nombre de vehicles13 que es fan 
sobre cada viatge entre un origen i una destinació determinada, esbrinar quin és el camí que 
usarà cada usuari per a satisfer les seves necessitats de desplaçament. El resultat que 
s’obté és saber com esdevé carregada la xarxa, és a dir, quin volum de trànsit passa per 
cada arc i/o per cada camí.
Per poder estimar com es fa aquesta tria, cal un model que expliqui com l’usuari tria el camí 
que fa, a més a més de tenir-ne un de bo de la xarxa de transport i les seves 
característiques i la pròpia matriu O/D. Molts dels models i algorismes més usats segueixen 
el primer principi de Wardrop:
“Els temps de viatge en tots els camins és igual (entre ells), i menor al temps que 
experimentaria qualsevol vehicle que volgués canviar a un altre camí. Cap usuari pot fer una 
millora del seu temps de viatge amb un canvi de ruta unilateralment” Primer principi de 
Wardrop [Wardrop, 1952].
Aquest principi diu que qualsevol usuari triarà el camí que menys li costi, no triant els altres 
perquè li costarien més i que, al final, només seran usats els camins de menor cost. Si per 
una parella O/D hi hagués dos o més camins que usen els seus usuaris, vol dir que tots els 
camins tenen el mateix cost amb la xarxa de transport carregada; això darrer es dóna degut 
a que l’oferta de transport és limitada i, per tant, la demanda de les diferents parelles O/D 
han de competir per poder fer ús dels diferents arcs de la xarxa [Castillo, 2012], degut a que 
l’oferta és limitada.
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13 Com s’ha indicat  amb la introducció,  cal traduir la matriu O/D de persones a vehicles en el cas de l’assignació 
de trànsit.
Els models que segueixen aquest principi són els anomenats User Equilibrium (UE) o User 
Optimum (UO), on la tria del camí es fa d’acord a la intenció que té l’usuari de triar el camí 
de menor cost. Cal dir que aquest principi parteix de la premissa de simplificació de la 
realitat on tots els usuaris són coneixedors de totes les alternatives de camins que tenen, 
tenen la mateixa percepció i són coneixedors del cost de tots els camins possibles; com es 
por veure és una simplificació una mica allunyada de la realitat. Els usuaris reals no 
disposen de tota aquesta informació o la seva percepció por ésser esbiaixada cap a una 
preferència en concret; per solucionar-ho s’incorpora la percepció de l’usuari usant els 
models Stochastic User Equilibrium o SUE.
Els models UE són els que la majoria de programes comercials usen degut al compromís 
entre la facilitat de càlcul i les estimacions que poden fer siguin força semblants a les que es 
poden veure a la realitat; una variant d’aquest és el Dynamic User Equilibrium que és usat 
en les assignacions de trànsit dinàmiques. Aquest model estudia les variacions de les 
observacions de la xarxa al llarg del temps; aquestes requereixen de matrius O/D 
dinàmiques.
Una altra forma d’assignar el transit és buscant l’òptim del sistema o SO en les seves sigles 
en anglès; aquest també va ser enunciat per Wardrop (1952) i constitueix el seu segon 
principi. Aquest busca minimitzar el cost total dels desplaçaments de la xarxa, encara que hi 
hagi usuaris que hagin de fer desplaçaments de major cost. El resultat de l’assignació UE i 
de l’assignació SO són idèntics en cas de que no hi hagi congestió a la xarxa [Sheffi, 
1984,pp. 72].
Un cop explicats, a grans tret, els principals plantejaments per a resoldre el problema de 
l’assignació del trànsit que s’ha de fer en la darrera etapa del model de les quatre etapes, ja 
es pot plantejar el problema invers, el de trobar la matriu O/D i que és el que dóna nom a 
aquesta categoria de mètodes d’estimació de matrius de viatges.
Aquests procediments parteixen de la base teòrica de que si mitjançant els procediments 
d’assignació del trànsit es poden aconseguir els fluxos estimats als arcs de la xarxa, déu 
existir algun procediment que, coneguts els fluxos reals observats mitjançant la xarxa 
d’aforaments de la que es disposi a la realitat, permeti cercar la matriu de viatges que origina 
aquestes observacions, seguint igualment un model de tria de camins, com pot ésser l’UE, i 
les condicions pròpies de la xarxa.
Les observacions del flux del trànsit, les que es necessiten per usar els mètodes d’estimació 
de matrius de viatges d’acord a aquest apartat, en una xarxa de transport es realitza 
mitjançant un conjunt d’estacions d’aforaments a diferents seccions. Els aforaments 
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compten la quantitat de vehicles que passen per una secció dins d’una unitat de temps 
predeterminat, les seves unitats són: veh / unitat de temps. Per a l’estimació de matrius O/D 
cal que les unitats de l’aforament corresponguin, evidentment, amb les del temps total de la 
matriu que es vol estimar; si es parla de la matriu O/D d’un dia tipus s’usa el valor del 
comptatge mig de vehicles en un dia, també coneguda com a IMD (Intensitat Mitja Diària).
Aquestes estacions poden ser  manuals, amb una persona que compti els vehicles, els tipus 
de vehicles o, fins i tot, els moviments de cada vehicle en una cruïlla, o bé automàtiques, les 
més usats i que poden oferir informació continua. [Kramer et al, 2003,pp. 81-85]
Els mètodes manuals són cars degut a la necessitat de contractació de personal 
especialitzat, a més a més no es poden usar durant gaire temps, com a molt 24hores, amb 
els respectius canvis de les persones que fan els comptatges. Són aquests motius pels que 
només s’usen aquests mètodes per obtenir informació que els automàtics no poden obtenir 
o per obtenir informació necessària per a poder calibrar correctament els automàtics.
Per la seva banda, els automàtics, que usen màquines per a fer els comptatges, poden ser 
permanents, com els d’espires d’inducció magnètica sota el paviment de la secció o els 
detectors de moviment, fins d’altres de temporals, que s'instal·len i es desinstal·len seguint 
el pla d’aforaments previst, com són els tubs pneumàtics. Les estacions temporals, poden 
ser estacions de control de diferent categoria o de cobertura, mentre les primeres 
s'instal·len força dies seguits al llarg de l’any, les segons només es fan unes hores a l’any. 
Mentre que amb les dades recollides a les estacions permanents i les de control ja es pot 
donar un valor de la IMD i les variacions del trànsit al llarg del dia en la secció on són 
instal·lades, les estacions de cobertura necessiten dades provinents d’estacions de control o 
permanents afins. Conèixer quin és el tipus d’estació que ha fet el comptatge és important ja 
que dóna una idea de la fiabilitat de les dades, tot i que aquestes han d’ésser tractades pels 
gestors dels trànsit per corregir els diferents errors que puguin aparèixer.
Trobar la matriu O/D estimada mitjançant la informació de les estacions d’aforament 
anteriorment explicades té força inconvenients, entre els que es pot destacar el fet de que 
només ens permet trobar una part de la matriu de viatges de tota la zona de transports, la 
que s’obté al final de la tercera etapa al model de les quatre etapes, o el fet de que el 
nombre d’arcs amb aforaments, que no són tots el de la xarxa ni molt menys, és molt més 
petit que el nombre de parelles O/D. Per tal d’intentar solucionar aquest problema, cal que la 
xarxa d’aforaments asseguri comptar un mínim percentatge de la totalitat dels viatges
Aquesta darrera apreciació fa que el problema de l’estimació de les matrius per aforaments 
sigui un problema altament indefinit i que, per tant, existeixin un nombre no determinat de 
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matriu de viatges que poden reproduir perfectament les observacions dels arcs amb 
aforaments disponibles; és a dir, es tindran infinites solucions factibles de demanda de les 
parelles O/D per a un únic escenari observat. És per aquest motiu que cal més informació o 
algunes premisses noves per poder cerca, amb aquest procediment, la única solució vàlida.
Fent un símil amb els escacs, es pot dir que aquesta estratègia per tenir la matriu O/D és 
com voler reconstruir tots els moviments d’una partida a partir de la posició final de les 
figures que encara hi són al taulell de joc abans d’acabar-la; hi ha moltes solucions que 
poden respondre a aquest resultat. 
Uns altres motius pels que aquests procediments potser poden provocar alguna resistència 
al seu ús com a mètodes orientats exclusivament a la cerca de la matriu O/D de trànsit, és el 
fet que basar totes la cerca de la matriu de viatges en els aforaments de la xarxa pot crear 
matrius que considerin més flux que el realment hi ha si nO es tracta adientment el trànsit 
d’agitació, el que busca aparcament dins de la zona destinació, o la mateixa fiabilitat del 
comptatge del flux que tenen les estacions d’aforament.
Finalment, i de la mateixa manera que els passa a les matrius O/D estimades per mètodes 
directes, aquests procediments només permeten obtenir, en la mesura que poden, una 
matriu de viatges fiable per a la situació actual. Però tenen com a principal avantatge de les 
matrius obtingudes per aforament respecte al mètodes d’enquestes, que per actualitzar-les 
només cal tornar a realitzar, recollir i tractar les dades corresponent al comptatge de la xarxa 
d’estacions d’aforaments i aplicar el problema invers, uns treballs relativament més 
informatitzats i amb dades més disponibles a l’entitat encarregada de la gestió del trànsit.
A mode de resum i comparativa entre el problema de l’assignació del trànsit i el seu invers, 
la cerca de la matriu O/D que genera les observacions fetes a la xarxa, a la figura 1.3. es pot 
veure un esquema del plantejament teòric per a resoldre el problema de l’assignació del 
trànsit i el seu invers, el de l’estimació de la matriu O/D que genera els fluxos observats.
Cal dir que els procediments d’estimació de matrius per aforaments tenen una segona 
perspectiva en la seva utilitat i és la d’aconseguir introduir tota la informació que es pot 
obtenir dels aforaments als arcs dins d’una matriu de viatges ja existent per calibrar-la o 
millorar-ne la seva qualitat o, en el cas de que no hi hagin hagut grans canvis ni en la oferta 
ni en la demanda del transport, per poder-la actualitzar a l’any actual.
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Figura 1.3: A l’esquerra, l’esquema del darrer pas del model de les quatre etapes: 
l’assignació del trànsit. A la dreta, l’esquema invers per obtenir una matriu O/D estimada. 
Font: Traducció de la figura usada per Cascetta (2001)
Aquesta segona visió requereix, a més dels aforaments, una matriu O/D. Amb la 
incorporació d’aquesta matriu, que es modificarà per incorporar les dades dels aforaments i 
que es suposa que té una estructura que fa que sigui força semblant a la representativa que 
es vol estimar, es redueix l’espai de matrius factibles que poden explicar el flux observat a la 
realitat, això permet que la nova matriu estimada sigui de major qualitat que no pas 
l’obtinguda per cap altre mètode per si mateix. Aquesta visió incorpora aspectes del mètodes 
d’estimació directa i indirecta que afecta a la millora dela posterior prognosis o predicció 
futura a partir de canvis socioeconòmics previstos.
1.1.4. Altres consideracions sobre les diferents estratègies 
En els anteriors apartats s’ha resumit les essències i filosofies bàsiques de cadascuna de les 
categories, segons Cascetta, d'estratègies per a l’estimació de les matrius O/D, explicant els 
avantatges i els inconvenients que cadascuna té degut al problema de la no observabilitat 
pràctica a la realitat d’aquestes matrius. El present apartat serveix per explicar altres 
consideracions que no s’han pogut realitzar anteriorment, però que són convenients per a 
finalitzar aquest apartat.
Els procediments convencionals (segons la classificació de Tamin, Hidayat i Indriastuti 
(2003,pp. 631)), el d’estimació directa i indirecta, segueixen l’esquema lògic que des de fa 
més de 50 anys guia els estudis de transport. Cal dir que molts dels estudis no es limiten 
només a l’ús d’una categoria de procediments per estimar la matriu O/D sinó que 
interaccionen aprofitant la informació recollida amb d’altra disponible per crear models més 
robustos i que permetin ampliar el nombre de problemes que poden resoldre; per exemple, 
les enquestes permeten als models indirectes la calibració dels paràmetres d’acord a la 
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situació actual i posterior prognosis o previsions de matrius futures a partir de canvis 
socioeconòmics previstos.
La tercera categoria de procediments, per la seva banda, és la que esdevé força més 
diferent a la resta, esdevenint procediments no convencionals, ja que intenta obtenir les 
matrius O/D de treball amb les dades que, seguint el procediment de les quatre etapes, 
haurien de ser usades per a la validació dels resultats-estimacions fets, els aforaments a la 
xarxa. 
Afegir la informació obtinguda dels aforaments i la possibilitat d’anar observant cada cop 
més la matriu O/D gràcies al seguiment de dispositius o de vehicles, ha de permetre millorar 
la precisió de les matrius actuals, les qual són les bases per a les matrius de prognosis. 
Cal afegir que, tècnicament, és molt més senzill, i menys compromès, l’accés a la informació 
de les estacions d’aforaments que no pas la dels seguiments a usuaris; la utilització dels 
procediments que usen aquesta informació és força recomanable per a millorar una matriu 
existent. Per aquests motius, la resta del present document es centra en aquests 
procediments.
Incloure els procediments per a l’estimació de matrius O/D a partir d’aforaments als 
procediment d’estimació d’aquestes mitjançant els procediments convencionals fa que, de 
manera directa, s’afegeixi informació sobre els efectes observats a la matriu de treball. 
Aquesta realitat ha de fer que la qualitat d’aquesta millori i, per tant, es puguin reduir l’error 
que es pot cometre amb l’ús exclusivament dels mètodes directes o millorar també la qualitat 
de la calibració dels paràmetres dels mètodes indirectes i, alhora, millorar la comprensió de 
com una sèrie de variables explicatives que afecten a la mobilitat de la zona. 
La tria entre una categoria de procediments o una altra es deurà, principalment, a la 
disponibilitat de la informació necessària existent i les dotacions econòmiques que hi hagi 
destinades per a la obtenció d’aquesta matriu; tot i això, l’ús de totes tres categories, 
aprofitant les seves respectives fortaleses i intentant eliminar, mitjançant l’ús dels 
procediments de les altres categories, les debilitats i limitacions pròpies de cada categoria, 
pot ser força útil per a obtenir una molt bona matriu tipus de viatges a l’any 0 i entendre les 
relacions entre altres paràmetres amb els seus efectes sobre la mobilitat per a poder 
realitzar matrius de prognosis. Aquest és el motiu que fa que sigui recomanable poder 
estimar les matrius de viatges incorporant totes tres filosofies de les diferents categories 
aquí presentades, essent la tercera la que permet acabar de calibrar i/o millorar el resultats 
obtinguts de les dues altres categories.
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2. L’ÚS DELS AFORAMENTS DE TRÀNSIT PER 
OBTENIR LA MATRIU O/D. SOLUCIONS TEÒRIQUES
Coneguts a grans trets les filosofies dels principals mètodes per a la obtenció de les matrius 
O/D estàtiques, el present apartat es centrarà en els aspectes més formals dels mètodes 
d’estimació de les matrius de viatges a partir dels aforaments a la xarxa viària. A més a més, 
i com s’indica a la introducció, també es farà l’State of the Art dels diferents procediments 
que s’han plantejat amb l’objectiu de poder resoldre la qüestió que és objecte d’aquest TFM. 
A diferència dels anteriors apartats, aquest esdevindrà molt més tècnic, és a dir, amb molta 
més formulació matemàtica.
La notació que s’usarà al llarg de la resta del present document, i que es correspon 
principalment amb la usen Lundgren i Peterson en el seu article (2008,pp. 340) és la que 
s’explicarà a continuació.
Es disposa d’una xarxa de transport, simplificada a un graf, on A és el conjunt d’arcs del 
graf, I és el vector del conjunt de les parelles O/D, que és format per un centroide (node) que 
representa la zona d’Origen p-èssima i per un centroide que representa la zona de 
Destinació q-èssima, i G és el conjunt de demanda, que són factibles, per a les parelles 
O/D14; si es parla del valor de la demanda de la parella O/D i-èssima es fa amb la següent 
notació: gi. 
El volum de l’arc a-èssim de la xarxa, la notació que segueix és va; el seu vector es pot 
escriure com V. A més a més, existeix un subconjunt d’arcs de la xarxa que disposa 
d’aforaments és: Ã ⊆ A, dels que es coneix  el valor de l’aforament en l’arc a-èssim és ṽa ∈ 
Ã; cada element és part del vector Ṽ de dimensions (|Ã|x1). A la figura 2.1 hi ha l’esquema 
d’una xarxa, en forma de graf, amb la representació dels seus arcs aforats seus aforaments.
Si es carrega la xarxa de trànsit, ja sigui en congestió com si el resultat és una xarxa no 
congestionada, i pel principi d’assignació de trànsit que s’hagi triat i que ja s’ha comentat en 
l’apartat 1.1.3., poden aparèixer noves matrius, segons l’algorisme que s’utilitzi per a 
l’assignació del trànsit en equilibri15, que expliquen els resultats. Les següents matrius són 
necessàries per als procediments d’estimació de matrius per aforaments.
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14 Aquest té forma de vector ja que parla de les parelles O/D. La parella O/D i-èssima té una coordinada p-èssima 
i una coordenada q-èssima de la matriu O/D; dit d’una altra manera, G és la transformació a vector de la matriu 
O/D
15  Depenent del algoritme d’assignació de trànsit es pot  conèixer o no la proporció de vehicles de cada parella 
O/D que usen cada arc - camí.
Figura 2.1: Graf exemple d’una xarxa de transport, els nodes en color verd són centroides 
que representen les zones d’Origen, els de color taronja representen les zones Destinació i 
els sense color són interseccions de la xarxa. Els rectangles vermelles representen les 
diferents estacions d’aforaments de la xarxa, cada estació comptarà un ṽa. Font: Models 
d'Optimització per Problemes de Transport - Jaume Barceló (UPC)
Una d’aquestes matrius és la d'incidència entre parelles O/D - camins, que indicarà quins 
camins són els usats per cada parella O/D; aquesta matriu és coneguda amb el símbol Λ 
(amb dimensions I x K, on K és el conjunt de camins usats. És evident que cada camí16  
només pot servir a una única parella O/D i que cadascun dels seus elements només poden 
ser 1 si el camí k-èssim és usat per la parella O/D i-èssima o en cas contrari és 0; aquests 
són denotats amb els símbol λik. També es pot obtenir una altra matriu d'incidència que 
explica si l’arc a-èssim és usat pel camí k-èssim, aquesta es representa amb el símbol Δ (de 
dimensions AxK) i cada element, que també són binaris, són els anomenats δak.
Fins ara, les matrius resultats presentades només expressen les relacions entre parella O/D 
- camins i les relacions camins - arcs, donant informació relativament útil però que no indica 
quina és la part de la demanda de cada relació Origen - Destinació que usa cada camí 
observat. És la matriu de proporcions de l’assignació a arcs, anomenada d’ara en endavant 
P, la que ens indica quina part del volum de demanda de la relació entre dos zones de 
transport i-èssima usa l’arc a-èssim; cadascuna de les seves components s’anomenen pia i 
la matriu és de dimensions I x A. El valor de cada component de la matriu P és a l’interval 
[0,1].
Dependent de l’algorisme que s’usi per a resoldre el TAP, s’obtindran les matrius anteriors o 
no; els algorismes link-based com és el Frank and Wolfe (1956), un dels més usats, obté 
l’equilibri de la xarxa sense saber d’on venen i a on van cada unitat de flux que passa per 
cada arc, és a dir, a l’equació 2.2, aquest algorisme dóna el valor va sense saber la 
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16 Un camí es considera una successió d’arcs que uneixen un node origen amb un node destinació
component pia: els link-based no generen, directament, matrius de dependències 
necessàries per a resoldre el problema de l’estimació de les matrius de viatges17. 
Per aquest darrer motiu que utilitzar qualsevols altres algorismes com els path-based com 
són Jayaakrishnan i Hu, (1994), Florian i Dan Florian (2009) o Codina et al. (2012), que, a 
més a més, van esdevenir el primer mètode teòric per a resoldre el problema del TAP 
[Bar-Gera, 2002,pp.402] , els origin-based com el de Bar-Gera (2002) o els tapas approach 
de Bar-Gera (2010), per citar-ne alguns, per a resoldre el problema plantejat en aquest 
document, ja que generen, directament, les matrius d’assignació requerides.
Cal dir que també es podria plantejar la creació d’una matriu d’assignació a camins; aquesta 
seria similar a la matriu Λ però les seves components no es limitarien a ésser binaries sinó 
continues en l’interval [0,1]; cada element d’aquesta matriu d’assignació és la relació hk / gi, 
on hk és el volum de demanda que usa el camí k-èssim. Si s’anomena a aquesta matriu 
d’assignació a camins com a Ψ es pot deduir la matriu P a partir d’aquesta (equació 2.1a) i, 
de la mateixa manera, obtenir els volums als arcs (equació 2.1b); es recorda que la matriu G 
fa referència a la demanda de les parelles O/D. 
(Eq. 2.1a)
(Eq. 2.1b)
Conegudes les dades de cada parella O/D així com els valors de la matriu d’assignació a 
arcs ja és pot conèixer el volum de cadascun dels arcs, el resultat que interessa en molts 
dels estudis de trànsit, seguint la equació 2.2a [Abrahamsson, 1998,pp.3], la que incorpora 
el terme ϰ que fa referència a la ocupació mitja dels vehicles, el que anteriorment s’ha 
descrit com la traducció de la matriu de viatgers a matriu de vehicles per l’assignació de 
trànsit; també es pot veure expressada tenint en compte la proporció dels camins (equació 
2.2b)
(Eq. 2.2a)
(Eq. 2.2b)
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17 Per obtenir aquestes matrius cal fer ús d’eines d’anàlisi adicionals als mètodes d’assignació del trànsit a la 
xarxa link-based
L’equació anterior esdevé la base dels diferents procediments d’estimació de les matrius 
O/D a partir d’aforaments ja que, com es pot deduir, i considerant que el terme ϰ és 1 
passatger/vehicle, aquesta equació planteja una nova forma de cercar els diferents valors gi 
que acompleixin l’equació 2.3. De manera que s’usen els valors coneguts dels aforaments 
per a determinar el volum entre les diferents zones.
(Eq. 2.3)
Com a incís, cal recordar que, tal i com expressa l’equació 2.4, el valor de la demanda de la 
parella O/D i-èssima es pot escriure com la suma dels fluxos dels diferents camins d’aquesta 
parella, on Ki fa referència al conjunt de camins de dita parella O/D. 
(Eq. 2.4)
Una de les primeres apreciacions que es pot fer i que pot esdevenir una debilitat dels 
models d’estimació de matrius O/D per aforaments, és que es pot donar el cas que hi hagi 
algunes relacions entre zones que tinguin tots els camins usats a la realitat sense cap arc 
aforat i, per tant, no hi hagi cap informació que pugui ajudar a la cerca d’aquesta demanda. 
Si no hi ha informació prèvia, es podria considerar que aquella parella O/D no té demanda 
encara que això no sigui real, tot i que això no es pugui saber a priori en la majoria dels 
casos
Una altra apreciació important a fer és que, per trobar els valors de les parelles O/D, cal 
resoldre un sistema d’equacions amb tantes equacions 2.3 com arcs aforats hi hagi a la 
xarxa. Aquest sistema és altament indeterminat degut a que, tal i com s’ha comentat en 
apartats anteriors, el nombre d’arcs amb aforaments és força més petit que no pas el 
nombre de parelles O/D que cal estudiar; |Ã| << |I|. És a dir, hi ha més variables que 
equacions per a resoldre el problema.
El fet que sigui un problema indeterminat fa que existeixin infinites solucions que poden 
satisfer els sistemes d’equacions; és per aquest raó que cal afegir algun criteri més que 
permeti aconseguir no només una matriu que pugui ésser l’origen de les observacions 
realitzades sinó que a més sigui estadísticament més representativa.
A més a més, una de les altres dificultats que es pot trobar és l'existència de dependències 
topològiques (interdependències); és a dir, en qualsevol node del graf, o qualsevol 
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intersecció a la xarxa real, on ni es generen ni s’atrauen viatges, un dels fluxos dels arcs 
incidents és linealment depenent de la resta, degut a que tot el flux que arriba a aquest node 
ha de sortir per qualsevol dels arcs de sortida; si hi ha dos arcs d’entrada i dos de sortida, es 
pot establir una relació per un dels arcs de sortida que digui que la suma del volum dels arcs 
d’entrada menys el volum d’un arc de sortida és el volum del restant arc de sortida. És per 
aquest motiu que cada node afegeix noves relacions lineals al sistema d’equacions lineals 
que, ja per definició, és altament indeterminat. A la figura 2.2 es pot veure un exemple 
d’aquesta dependència en un node que no és cap centroide.
Figura 2.2: Exemple de la dependència lineal a un node de la xarxa que no és centroide. 
Per exemple, el flux de l’arc 4 depèn dels fluxos d’entrada (arcs 1 i 2) i de sortida (arc 3). 
Font: Elaboració pròpia.
Una de les maneres que hi ha de disminuir la indeterminació d’aquests sistemes 
d’equacions, tal com diuen Shen i Wynter (2012), és mitjançant la incorporació de nova 
informació a priori, informació relacionada amb la demanda que busquem, ja sigui informació 
provinent d’una matriu O/D antiga o del resultat d’una enquesta de població. Aquesta matriu 
que en el primer cas es vol actualitzar a temps actual mentre que en el segons es pot 
considerar com a bona però explicativa de només la mostra, es sol anomenar  matriu llavor 
o, en terminologia anglesa, target matrix o seed matrix. Les components d’aquestes matrius 
es denoten amb el símbol ĝpq, usant el símbol ĝi si es parla directament d’una parella O/D 
i-èssima en concret.
De la mateixa manera que la indeterminació és un problema per a l’estimació de les matrius 
O/D per aforament, cal parar atenció a la problemàtica que ofereix el terme de la matriu 
d’assignació a camins, que és necessari ja que el seu coneixement és la unió entre la 
informació dels arcs amb la de la demanda i viceversa. Depenent del tractament d’aquesta 
matriu als diferents procediments per a l’estimació de les matrius O/D, es pot parlar que 
aquests pertanyen a la categoria dels mètodes que tenen en compte la congestió o dels que 
no la tenen en compte [Abrahamsson 1998,pp.3] i [Van Zuylen i Willumsen, 1980,pp. 282]:
• Assignació proporcional: Aquest cas no té en compte els efectes de la 
congestió i per tant s’assumeix que hi ha independència entre el volum de trànsit i 
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les proporcions del volum, característica de les xarxes en aquest estat del trànsit. 
En el casos sense congestió el trànsit es sol assignar a només un camí, el de 
menor cost, per parella OD. Aquests models també es poden usar si hi ha una 
bona previsió del nivell de congestió i, per tant, se sap quina és la matriu P 
autèntica inclús amb congestió. La matriu P és tractada com una dada exògena.
• Assignació en equilibri: Aquest cas té en compte els efectes de la congestió de 
la xarxa, el que pot significar que un increment o decrement d’una unitat en una 
parella O/D canvii força valors proporcionals de la matriu P  fent que, fins i tot, 
apareguin o desapareguin alguns camins usats, ja sigui en la parella i-èssima o 
en qualsevol de les altres (efecte xarxa). Aquesta realitat es déu a que el flux de 
cada parella O/D ha de competir amb els fluxos de la resta de parelles O/D de la 
xarxa per una mateixa oferta, triant el camí, a la modelística, segons algun principi 
d’assignació (UE, SUE18); un petit canvi en una gi pot canviar el resultat de 
l’assignació. En aquest cas la matriu P és dependent del vector G, P(g) i que no 
es pugui determinar independentment d’estimació de matrius O/D per aforaments.
El tractament explicit que es fa de la matriu P als algoritmes de la família de l’assignació en 
equilibri fa que siguin força més elaborats que no pas els de l’assignació proporcional fent 
que siguin més fiables i els seus resultats siguin més representatius de la realitat 
comportamental dels usuaris. 
Cascetta i Nguyen (1988) ja adverteixen que la complexitat computacional de qualsevol 
algorisme d’estimació de les matrius de viatges per aforaments depèn, en gran mesura, del 
tipus de tècnica d’assignació que usa, si determinista o estocàstica, si es considera que el 
cost de cada arc és independent al flux de la resta o si hi ha interrelacions; per exemple: si 
una intersecció (node) es regulada per una senyal de cediu el pas o stop en un dels seus 
arcs, el cost per fer tot aquest arc ja no només depèn del seu volum sinó també dels altres 
incidents i que tenen prioritat. Aquests depenen també de si es té en compte la congestió o 
no.
Cal dir que, tot i que el plantejament de l’equació 2.3 significa que les matrius estimades han 
de poder reproduir a la perfecció, sota el criteri d’assignació de trànsit convenient, la majoria 
dels procediments heurístics dels que es parlarà permeten no fer-ho del tot, relaxant aquesta 
condició. Hi ha força motius per a permetre aquesta relaxació com, per exemple, qualsevol 
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18 Es podria incloure també l’assignació del transit  SO però degut a que aquesta només es correspon a l'òptim 
del sistema, una realitat que no es dóna actualment en cap xarxa en congestió, només en les xarxes sense 
congestió.  Si en algun moment es pot fer que les xarxes de trànsit  funcionin sota l’assignació SO llavors 
aquestes també s’han d’incloure en els procediments per a l’estimació de les matrius O/D a partir d’aforaments
motiu relacionat amb la fiabilitat de les dades, com ja s’ha explicat anteriorment, ja que 
poden contenir alguns errors que, tot i el procés de filtratge, hagin pogut continuar existint.
Un altre motiu per no poder acomplir estrictament amb l’equació 2.3 ve relacionat amb el 
que s’ha comentat a la introducció, que els models no són la realitat; és per aquest motiu 
que els comportament esperat dels usuaris sota unes regles d’assignació de trànsit (model) 
pot diferir relativament del que en la realitat passa, inclús usant models estocàstics per 
corregir les diferents percepcions individuals i la manca d’informació.
De manera general, els diferents procediments per a l’estimació de les matrius de viatges a 
partir de les dades dels aforaments fins a la data d’avui proposats tenen en compte totes les 
observacions fetes fins al moment en aquest apartat; aquestes es poden aprofitar per crear 
una possible primera classificació dels mètodes segons si s’usa o no una matriu anterior (o 
target/seed) o si es té en compte o no la congestió de la xarxa, per exemple. 
Aquestes generalitzacions per a quasi tots els mètodes no s’acaben aquí sinó que es poden 
estendre cap una la formulació general del problema i que permet incloure els criteris 
necessaris per a discriminar aquelles matrius O/D que, tot i que reprodueixen les 
observacions, són allunyades de la realitat. El programa de l’estimació d’aquestes matrius 
pels procediments objecte d’aquest TFM es pot escriure la manera com es fa a l’equació 2.5.
(Eq. 2.5)
A l’equació anterior, les components de la funció objectiu a minimitzar F, és a dir F1 i F2, són 
qualsevol funció de distància entre els valors de les observacions i el de les estimacions. 
Com es pot observar, ambdues funcions estan ponderades per uns termes γ; aquests 
termes són els que guien el funcionament de la cerca i que força autors els atribueixen uns 
valors segons la confiança que tenen els tècnics que han d’estimar les matriu en les dades 
que disposen; es suposa que el graf de treball és fidedigne amb la realitat així com els 
costos de recorreguts dels arcs.
En el cas que es tingui una target matrix que se sap que és molt semblant a la real però que 
es vol millorar amb la incorporació de la informació dels aforaments, el valor γ1 serà força 
major que no pas γ2; en aquest cas es tolerarà desviacions força elevades entre les 
estimacions als arcs i les observacions. De la mateixa manera si la informació que prové de 
les estacions d’aforament és d’alta qualitat, llavors es considera adient que la component F2 
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sigui la guia forta del procés d’estimació i, per això γ1 ha d’ésser menor que el valor γ2. 
Aquests termes també es podrien usar com a valors de normalització en cas que les 
components tinguin formes diferents. 
La manca d’una matriu target o si es vol realitzar l’estimació de la matriu O/D només tenint 
en compte les dades de les estacions d’aforament, implica pel primer cas el no disposar 
d’informació suficient per establir una distància en la primera component de la funció a 
minimitzar, mentre que en el segon cas es suposa que el terme γ1  és zero; en tots dos 
casos, la funció a minimitzar correspondria a la minimització exclusiva de la segona 
component.
Tenir una funció a minimitzar amb només la segona component es correspon a la primera 
visió indicada a la introducció, la d’estimar la matriu de demanda directament de les 
observacions fetes mentre que si és la primera component és activa llavors es pot 
especificar que es vol millorar la qualitat de la matriu target, segona visió. Amb aquest 
comentari es demostra la dualitat de visions de la majoria dels models d’estimació de 
matrius O/D, tots aquells que es defineixen per la funció objectiu de l’equació 2.5 o 
semblant, ja que en el cas de tenir també una matriu anterior, es pot decidir prescindir d’ella 
indicant que el terme de la primera component de la funció a minimitzar és zero; tot i això, en 
la majoria d’algorismes que s’explicaran a continuació, la primera assignació requerirà de 
l’ús d’aquesta matriu, el que pot condicionar els resultats també.
A més a més es pot observar com la formulació té dues restriccions, una que fa referència a 
la necessitat de treballar en l’espai19  factible format per la demanda i els volums als arcs 
com a valors positius i una segona que fa referència a que els valors estimats als arcs han 
de correspondre’s amb algun procediment d’assignació de trànsit, essent uns valors que 
s’estimen indirectament a partir de la matriu O/D estimada. L’objectiu és canviar els valors g 
fins a obtenir una matriu de viatges que minimitzi la funció objectiu de l’equació 2.5.
2.1. State of the Art. Com afegir la informació dels aforaments a les 
matrius O/D de treball?
Com s’ha vist, l’alt grau d’indeterminació que presenta el problema de l’estimació de les 
matrius O/D per aforaments esdevé un dels principals obstacles de qualsevol d’aquests 
procediments, és per aquest motiu que diferents autors han estudiat com aconseguir 
l’objectiu de tenir, calibrar, millorar o refinar la matriu de viatges per fer-la més semblant a la 
real tractant de solucionar aquest obstacle des de diferents perspectives. 
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19 Al llarg del present treball es dirà espai de solucions factibles a el conjunt de solucions que poden esdevenir 
útils, tot i això és pot fer referència indistintament a segment, pla, espai o hiperespai de solucions factibles.
Abrahamsson (1998) proposa una classificació dels diferents procediments dividint-los en: 
aproximacions basades en models de trànsit, en el que es considera que la target matrix, si 
és present, és obsoleta mentre que la segona categoria, les aproximacions per inferència 
estadística, suposen que les dades de la matriu original són bones, ja que corresponen a 
una mostra poblacional i que ha de seguir alguna distribució probabilística; aquesta 
classificació es basa en l’estratègia que s’usa per a solucionar la indeterminació del sistema.
Altres classificacions més senzilles, però no per això menys interessants, són les que es 
poden fer sobre la necessitat d’informació a priori, com és la target matrix, i que pot fer 
semblar que el mètode proposat estima directament o el que fa es refinar els valors de 
matrius obtingudes per altres mètodes o actualitzar-ne d’antigues al temps actual, o 
aspectes referents al tractament de la congestió.
Independentment de la base teòrica de cada procediment o dels seus trets característics, 
necessitats d’informació i tractament de l’assignació del trànsit per citar-ne alguns aspectes, 
cal usar algun tipus d’algorisme, en molts casos del tipus heurístic i/o metaheurístic, que 
permeti cercar la solució de la manera més eficientment possible, existint un compromís 
entre esforç computacional, cost temporal i els resultats desitjats (amb una certa tolerància) 
i/o obtinguts. La gran majoria d’aquests algorismes es basen en el mètode del gradient per a 
poder explorar l’espai de solucions factibles i trobar la que ens interessa; cal afegir que 
recentment també s’ha explotat la possibilitat de l’ús dels algorisme genètics com han 
proposat Baek, Kim i Lim (2004).
Aquest apartat no té la intenció d'esdevenir un estudi extens dels diferents mètodes que 
s’han proposat fins al moment per a l’estimació de matrius estàtiques, sinó ésser una guia 
de la base teòrica per entendre els diferents mètodes que s’han desenvolupat els darrers 
anys i el perquè de la tria d’un procediment i no pas d’uns altres. Degut a que el tema és 
força extens i si es vol profunditzar en aquests procediments i la seva evolució, es recomana 
la lectura dels estudis resums fet al respecte per Willumsen (1981), Barceló (1997), Bell i 
Iida (1997), Abrahamsson (1998), del que es basa bona part del present State of the Art, i 
Ortúzar i Willumsen (2008), entre altres.
Cal afegir que degut a les similituds que hi ha entre el problema de l’estimació de les matrius 
d’Origen - Destinació a les xarxes viaries amb d’altres, com pot ésser la xarxa de 
comunicació entre ordinadors, fa que, dintre de les seves particularitats pròpies del xarxa 
d’estudi, les investigacions que es realitzin per a resoldre el problema de la comunicació dels 
ordinadors serveixi com a base o inspiració per a l’estimació de matrius O/D a les ciutats o 
regions i viceversa. Un exemple de la semblança entre els problemes i solucions donades es 
pot veure a l’article resum fet per Medina et al. (2002)
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2.1.1. Aproximacions basades en models de trànsit
Les aproximacions basades en models de trànsit deuen el seu nom a que es basen en afegir 
la informació dels aforaments, expressada a l’equació 2.3, als models matemàtics que han 
estat prèviament classificats a la categoria de l’estimació de matrius O/D per mètodes 
directes/indirectes. Aquests mètodes pressuposen que en cas de usar una matriu O/D ja 
existent, aquesta és obsoleta.
Uns primitius primers models van ésser els proposats per Low (1972), Overgaard’s (OECD 
1974) o Hogberg (1976); es caracteritzen per calibrar models gravitatoris tenint informació a 
priori sobre la generació i atracció de viatges de cada zona i incorporar la dels comptatges. 
Aquests es basen en la calibració dels paràmetres k i θ de l’equació 1.7 (models gravitatoris) 
i la minimització entre els volums observats i els estimats de la calibració dels paràmetres 
anteriorment mencionats; a més a més, aquests models assumeixen que la matriu 
d’assignació a camins és coneguda i constant. Un procediment similar és el de Robillart 
(1975). En aquest mètode es desconeix la informació prèvia excepte la dels aforaments; 
d’aquest darrer model no es coneix aplicació pràctica. Aquests procediments es poden 
entendre com els necessaris per a la validació dels models gravitatoris.
Tamin i Willumsen (1989) també van presentar procediments per a la calibració de les 
matrius O/D que reprodueixin les observacions fetes a la realitat en models gravitatoris i 
d’oportunitats; ambdós models són doblement constrets. En tot cas, els resultats es basen 
en l’assignació proporcional.
Per una altra banda, diversos autors, entre els que destaca Wilson (1970) per haver sigut el 
primer en plantejar-ho, han explotat la possibilitat de l’ús de les funcions d’entropia per a la 
creació dels models matemàtics d’estimació indirecta de les matrius O/D.
De la mateixa manera que les funcions d’entropia s’usa en els models que obtenen com a 
resultat l’equació 1.4, els autors que exploren aquesta línia plantegen la incorporació de la 
informació dels arcs aforats com una constricció per obtenir la distribució de viatges i, per 
tant, l’estimació de la matriu de demanda.
Tot i que aquest plantejament és molt similar al dels mètodes indirectes, sobretot al fet de 
que la funció objectiu a minimitzar és la mateixa, el plantejament és diferent degut a que les 
constriccions que s’imposen al model són diferents, perquè la informació disponible és 
diferent.
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Cal recordar que els mètodes d’entropia tracten de maximitzar la funció d’entropia, amb 
l’objectiu d’obtenir una matriu Origen-Destinació en el cas que és objecte d’aquest 
document, que intenti que totes les components tinguin la mateixa rellevància; és a dir, que 
no hi hagi cap component que doni menys informació rellevant que la resta, per esdevenir 
aquest estat el més probable d’ésser a la realitat. Aquest és un principi de l’estadística que 
ve a ser, conceptualment, idèntic al principi de màxima entropia de les lleis de la 
termodinàmica. La funció de màxima entropia és la funció objectiu de l’equació 1.1420.
El model més senzill, dels que es basen en la maximització de l’entropia, el van proposar 
Van Zuylen i Willumsen (1980). Aquest consisteix en resoldre el programa plantejat a 
l’equació 2.6, la qual només consta de la component F1 segons el plantejament general fet a 
l’equació 2.5.  
(Eq. 2.6)
Usant els mètodes lagrangians es pot obtenir la solució formal del plantejament anterior a 
l’equació 2.7, on els valors µa corresponen als multiplicadors de Lagrange de les 
corresponents restriccions, una per a cada arc aforat.
(Eq. 2.7)
El model anterior basa tota la generació de la matriu en les observacions d’uns pocs arcs, 
però es pot millorar els seus resultats si, a més a més, s’afegeix informació provinent d’una 
matriu anterior; és a dir, si a l’equació 2.5 la primera component no és nul·la. Aquesta millora 
ja va ésser proposada també per Van Zuylen i Willumsen (1980). El programa plantejat és 
idèntic a l’indicat a l’equació 1.14 però amb la funció objectiu mostrada a l’equació 2.8a 
(funció d’entropia condicionada), la solució d’aquest és a l’equació 2.8b.
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20  Es recorda que min f(x) és el mateix que dir max -f(x). Es per aquest  motiu que tot  i dir que es màximiza la 
funció d’entropia, la funció objectiu que es pot veure a totes les equacions d’aquest tipus és una minimització, ja 
que el que es fa és minimitzar la funció, amb signe negatiu, d’entropia.
(Eq. 2.8a)
(Eq. 2.8b)
Els estudis de Bell i Iida (1997) i Abrahamsson (1998) també incorporen la informació 
provinent d’una matriu anterior en el seu plantejament però simplificant la funció objectiu 
(Equació 2.9), treballant amb una funció objectiu que es correspongui, pel cas de ĝi = 1, amb 
la funció de màxima entropia teòrica, la que es pot observar a l’equació 2.6. La solució 
d’aquest plantejament també es correspon a l’indicat a l’equació 2.8b
(Eq. 2.9)
En tots tres plantejaments es basen en la suposició de que la congestió no es rellevant, o bé 
que es pot estimar perfectament aquesta a la realitat; és per això que els valors de la matriu 
P són constants. Es pot observar la importància de la matriu d’assignació de volum de les 
parelles O/D als arcs en ésser una variable de l’exponent de la solució.
Una evolució del primer model, el que estima els resultats mitjançant l’equació 2.6 Xie, 
Kockelman i Waller (2010) per a l’estimació de la matriu de viatges sotsxarxes dins d’una 
xarxa major de la que es té tots els arcs aforats; aquest plantejament també indica que en el 
cas de treballar amb xarxes congestionades, també es pot usar l’assignació proporcional 
sempre que es pugui estimar amb molta precisió la matriu P per a la xarxa en la congestió. 
Actualment es pot deduir que aquest procediment, fora del camp teòric, sembla pot usable.
Per la seva banda Fisk (1988) ja va considerar la possibilitat d’abandonar el plantejament de 
no tenir en compte la congestió i d’incorporar a l’equació 2.6 les condicions de l’equilibri 
d’usuari, triant la formulació de les desigualtats variacionals, com a noves restriccions. 
Aquest plantejament proposa, de facto, la transformació dels problemes d’estimació de 
matrius de viatges amb la informació dels aforaments en un problema bi-nivell, del que es 
parlarà més endavant, ja que esdevé la base fonamental de molts dels problemes 
d’estimació de matrius O/D per procediments heurístics. 
Nguyen (1977) va plantejar, per primer cop, intentar incloure la realitat dels efectes de la 
congestió per a l’estimació de les matrius en un model en que, precisament, l’assignació del 
trànsit ha d’ésser consistent amb els aforaments. En l’article es van proposar dos mètodes, 
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un que requeria de l’aforament de tots els arcs, i que el mateix Nguyen argumenta com a 
purament teòric degut a l’excessiu cost que suposaria tenir tota la xarxa amb comptatges, i 
un segon en que només necessita conèixer el cost observat (ĉpq) per a realitzar el trajecte 
de cadascuna de les parelles O/D que formen la xarxa a estudiar. Conèixer el cost observat 
pot ésser considerat quasi equivalent a saber el volum aforat als arcs. La formulació 
d’aquest mètode és la presentada a l’equació 2.10
(Eq. 2.10)
El model de Nguyen té el problema de que no té una única solució, de manera que cal 
incorporar més premisses de càlcul per guiar l’algorisme cap a la solució desitjada. Jörnsten 
i Nguyen (1978), Turnkist i Gur (1979) o Jörnsten i Nguyen (1983) modifiquen adientment les 
condicions de l’equació 2.10 i els procediments de càlcul, com és el plantejament com un 
problema bi-nivell, per intentar evitar els problemes anteriorment descrits. Els tres models 
van ser provats pels seus autors en xarxes petites.
LeBlanc i Farhangian (1982) incorporen una evolució de la formulació plantejada per Nguyen 
(1977), en aquest cas usa la funció de l’equació 2.10 com a restricció del seu problema on la 
funció objectiu a minimitzar és del tipus de mínims quadrats. En aquesta línia Xie, 
Kockelman i Waller (2011) presenten un model de basant en l’ús de l’estimador de màxima 
entropia - mínims quadrats per a matrius de viatges amb demanda elàstica.
Una altra forma d'incorporar els efectes de la congestió ha estat intentat crear aquestes 
matrius però mitjançant la formulació de models combinats, aquells que expliquen més d’un 
pas del model de les quatre etapes, i més concretament combinats de distribució i 
assignació, etapes 2 i 4 del model, considerant únicament el tractament dels dos primers 
passos del model de les quatre etapes especialitzat en el transport privat
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El treball d’Evans (1976) en aquest tipus de models, els que corresponen a la resolució del 
programa plantejat a l’equació 2.11, van ésser usats com a base per a la incorporació de la 
informació dels comptatges segons Erlander, Nguyen i Stewart (1979) i Fisk i Boyce (1983).
(Eq. 2.11)
La resolució del problema de minimització anterior per funció lagrangiana és l’expressada a 
l’equació 2.12 que, com es pot comprovar, és quasi idèntica a la presentada a l’equació 1.8; 
té una forma d’exponencial negativa amb un un paràmetre a calibrar.
(Eq. 2.12)
Com es pot observar a l’equació 2.11 no hi ha cap referència als volums aforats, de manera 
que sembla que aquesta formulació no correspon a cap del mètodes d’estimació de matrius 
per aforaments; però el mètode d’Erlander et al. i Fisk i Boyce incorpora la informació dels 
aforaments en els seus respectius procediments mitjançant el desenvolupament de mètodes 
per a la correcta calibració del paràmetre µ. 
Per a Elander et al. cal conèixer tots els volums representatius i els valors de les seves 
integrals de les funcions de costos per a poder aconseguir una única solució, aquesta 
premissa es pot donar en xarxes petites però no en xarxes reals; per intentar superar aquest 
inconvenient Fisk i Boyce desenvolupen un model on es pot calcular el cost total de la xarxa 
a partir d’un subconjunt d’arcs, els arcs aforats.
Aquesta línia d’investigació ha estat explotada per altres autors com Kawakami, Lu i 
Hirobata (1992) que van ampliar aquests mètodes als problemes multiclasse, és a dir, que 
consideren els diferents tipus de vehicles que hi ha a la xarxa viària.
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2.1.2. Aproximacions basades en inferència estadística
Les aproximacions basades en la inferència estadística consideren les dades de les target 
matrices i dels aforaments com a bones, però que presenten algun tipus de funció de 
distribució que cal calibrar per a poder obtenir els resultats desitjats. 
Una primera forma de presentar aquests plantejaments és l’estimació per màxima 
versemblança. Un principi bàsic és considerar en aquests plantejaments que hi ha 
independència entre les observacions dels viatges i dels aforaments tal i com mostra 
l’equació 2.13
𝓛 (ĝ, ṽ | g) = 𝓛 (ĝ | g) · 𝓛 (ṽ | g) (Eq. 2.13)
Asumint que 0 · ln (0) = 0 i que ĝi = βi · gi, on α i és un valor entre (0, 1] es poden escriure 
diferents funcions de versemblança segons si la funció de distribució associada a les dades 
són Multinomials (mostres petites - Equació 2.14a), Poisson (mostres més grans - Equació 
2.14b) o Normal Multivariant (Equació 2.14c, on Z és la matriu de variances i covariances)21. 
Qualsevol d’aquestes funcions pot ésser la component F1 de la funció objectiu general que 
s’ha presentat a l’equació 2.5.
(Eq. 2.14a)
(Eq. 2.14b)
(Eq. 2.14c)
De la mateixa, es pot plantejar les funcions de versemblança per a les distribucions 
probabilístiques anteriorment exposades; en aquest cas, la funció és ln 𝓛 (ṽ | g) i a on a les 
funciones 2.14a, 2.14b i 2.14c posa ĝi cal substituir-ho per ṽa, on posa βi · gi  es substitueix 
per va(g) i a la darrera funció, la matriu de variances-covariances s’anomena W. Aquestes 
funcions esdevindrien la component F2 de l’equació 2.5, la funció objectiu, a minimitzar. A 
l’equació 2.15 es pot veure l’exemple per a la distribució Normal Multivariant.
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21 Per motius d’incompatibilitat de software, a les equacions on posa L hauria de posar 𝓛
(Eq. 2.15)
Spiess (1987) va proposar un model que reprodueix les observacions del trànsit assumint 
que els elements de la target matrix són variables poissonianes i que la matriu 
d’assignacions és coneguda; la funció a minimitzar només té la component 2.14b. Lo et al. 
(1996) van seguir explorant aquesta via pet als problemes de les matrius O/D escollint tria 
de les proporcions de volum a l’arc com a variables aleatòries, plantejament que implica 
complicacions amb les interdependències explicades a la figura 2.2.
Vardi (1996), proposa resoldre el problema de l’estimació de les matriu O/D per màxima 
versemblança, suposant una distribució poissoniana i suposant l'existència d’uns patrons de 
camins deterministes i uns d’altres determinats per una cadena de Markov coneguda i 
prefixada; per cercar la solució usa el mètode dels moments; tot i que el seu mètode va 
ésser dissenyat per a xarxes d’ordinadors, les seves investigacions han estat d’utilitat al 
problema plantejat en aquest document, tal i com va demostrar el mateix autor i Hazelton 
(2000), per citar-ne alguns.
Una altra perspectiva de l’estimació de les matrius de demanda per inferència estadística, 
es mitjançant la inferència bayesana, la que es pot resumir com un tipus d'inferència que 
actualitza les probabilitats de que una hipòtesi sigui certa mitjançant les observacions. A 
l’equació 2.16 es pot veure el plantejament d’aquesta altra perspectiva per obtenir la matriu 
de demanda.
(Eq. 2.16)
En aquest cas, es pressuposa coneguda la distribució de probabilitats de la matriu O/D 
representada com a Pr(g) que, juntament amb les observacions dels aforaments i combinant 
les dues fonts d’informació donen com a resultat el que es diu funció de probabilitat f(g|ṽ). 
Es considera que la matriu de demanda real és la que maximitza el valor de la funció de 
probabilitats.
Si es considera que la probabilitat a priori (Pr(g)) és multinomial i s’usa l’aproximació 
d’Stirling 22  o de Poisson, el resultat és molt semblant a la funció de màxima entropia 
descrita a l’equació 2.9; mentre que si s’assumeix que aquesta probabilitat és una normal 
multivariant, com fa Maher (1983), on de la mateixa manera pressuposa que l’assignació és 
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22 L’aproximació d’Stirling serveix per aproximar grans factorials, seguint la fórmula ln (n!) = n·ln(n) - n
proporcional, s’obté una funció semblant a l'exposada a l’equació 2.14c però comptant 
només amb les mitjanes dels volums estimats en comptes dels valors de la matriu target. 
Altres autors com Tebaldi i West (1998), de la mateixa manera que va fer Vardi (1996) amb 
el seu treball sobre la inferència estadística mitjançant la màxima versemblança en xarxes 
d’ordinadors, plantegen una solució al problema de l’estimació de l’origen i destinació de la 
informació entre ordinadors usant la inferència bayesiana; aquest estudi també pot usar-se 
per a resoldre el problema de l’estimació de les matrius de viatges a les xarxes viàries.
Recents investigacions proposen l’aplicació de la inferència bayesiana per a l’estimació de 
les matriu O/D, tal i com és el cas de Flötteröd, Bierlaire i Nagel (2011); tot i que aquest 
darrer mètode és pensat per a l’estimació de les matrius variables al llarg del temps d’estudi, 
és a dir per a problemes dinàmics (mesosimulació i/o microsimulació), els autors també 
consideren la seva possibilitat d’exportar-ho als problemes de macrosimulació com a cas 
particular, tot i que les hipòtesis simplificadores que utilitzen al presentar els casos d’estudis 
fan dubtar de la validesa pràctica de l’aproximació en xarxes congestionades de grans 
dimensions, fins i tot pel cas estàtic.
Per finalitzar aquest apartat, mentre que per a l’ús dels mètodes de la màxima versemblança 
o els d'inferència bayesana cal conèixer a quina distribució probabilística estan associades 
les variables explicatives, els mètodes basats en els Mínims Quadrats Generalitzats, o GLS 
per les seves sigles en anglès (Generalized Least Squares), pressuposen que les dades 
prèvies, les que s’usaran, són autèntiques però que tenen un terme d’error que segueix una 
certa distribució probabilística no coneguda; és a dir, fent que la dada observada es pot 
descomposar en un terme sistemàtic més un terme aleatori que es considera que té una 
esperança matemàtica de 0. A l’equació 2.17 es pot veure la formulació tan per a les matrius 
com per a les observacions als aforaments que guien aquests models.
ĝ = g + η
 ṽ = v(g) + ε
(Eq. 2.17)
Cal dir que en la derivació dels mètodes GLS, no cal assumir cap distribució en concret sinó 
que l’únic necessari és conèixer les matrius de variances i covariances; en cas de no 
conèixer-les s’aconsella treballar amb matrius identitat, de manera que Z = I i/o W = I23 . Ara 
bé, si no es coneix la distribució, no es pot quantificar les propietats estadístiques dels 
estimadors obtinguts. 
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23  La I  fa referència a la matriu identitat,  no al conjunt de parelles O/D, per aquest motiu no esta en negreta 
cursiva
Aquesta independència de necessitats de conèixer les distribucions probabilístiques 
representa una de les principals avantatges d’aquests mètodes davants els altres i que els 
fan tenir una major acceptació. A l’equació 2.18 es pot veure el programa plantejat per 
Cascetta (1984) usant l’estimació de les matrius de demanda per Mínims Quadrats 
Generalitzats.
(Eq. 2.18)
Cascetta (1984) va cercar una solució per aquest problema però sense tenir en compte les 
constriccions del problema, mentre que Bell (1991) va obtenir la solució exacta per al 
problema restringit però amb assignació de trànsit sense congestió; aquesta solució és 
l’equació 2.19, on µ és el multiplicador de Lagrange associat a la constricció de la demanda 
de l’equació anterior.
(Eq. 2.19)
Yang et al (1994) van fer un pas endavant i van tenir en compte la congestió del trànsit per 
cercar la solució al problema. Aquest mètode pressuposa que les observacions fetes 
corresponen a un comportament UE. Una de les seves principals característiques és que no 
planteja el problema amb una estructura bi-nivell.
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3. ALGORISMES HEURÍSTICS PER A L’ESTIMACIÓ 
DE LES MATRIUS O/D A PARTIR D’AFORAMENTS. 
L’ALGORISME DE LUNDGREN I PETERSON. 
En el capítol anterior s’ha fet un resum dels principals plantejaments que intenten trobar la 
matriu de demanda més semblant a la demanda representativa i, per tant, superar l’obstacle 
que esdevé la no observabilitat directa.
Malauradament, trobar la solució que minimitza la funció objectiu de l’equació 2.5 pot ésser, 
a excepció de xarxes petites i no reals, una tasca impossible amb els mitjans actuals, ja que 
el cost computacional que es requereix i els requeriments de memòria són massa elevats, 
prohibint l’ús dels plantejaments per trobar solucions exactes, fins i tot locals. És per aquest 
motiu que, de la mateixa manera que es resolen molts altres problemes relacionats amb el 
transport o amb la enginyeria en general, l'estratègia més adient per a solucionar el 
problema objecte del present document és la cerca d’alguna solució mitjançant els 
procediments heurístics i/o metaheurísitics
Una solució heurística pot permetre trobar una solució per al problema plantejat tot i que no 
ofereixi cap seguretat de que aquesta sigui l'òptima24; si es pogués cercar la solució òptima 
per a totes les instàncies del problema llavors no caldria fer ús de cap algorisme heurístic 
per a resoldre el problema plantejat.
Cal destacar que molts dels procediments que cerquen solucions exactes només poden 
donar unes d’aproximades degut a l’acceptació prèvia per part del tècnic d’unes toleràncies 
que considera adients. En altres casos, aquestes solucions esdevenen aproximades degut 
al cost computacional, com per exemple el temps de càlcul o el nombre d’iteracions; aquesta 
realitat fa que es pugui considerar que solucions obtingudes per procediments de cerca 
exactes siguin heurístiques també, ja que el resultat és limitat per una qüestió de costos, 
sense poder conèixer la distància a la que s’ha quedat de la solució.
Molts dels plantejaments presentats anteriorment inclouen algun procediment heurístic per 
aconseguir, com a mínim, una solució que s’apropi als objectius plantejats en aquest treball; 
aquesta estratègia és indicativa de que aquests algorismes tenen una base teòrica sobre 
com obtenir la matriu de demanda real. De la mateixa manera, nous plantejaments 
heurístics també han de tenir una base de resolució teòrica subjacent.
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24 La funció 2.5 es pot entendre com un problema d’optimització, en que cal trobar els valors que fan mínima la 
funció objectiu sota unes restriccions.
Cal dir que, en línies generals, i com s’ha pogut veure en molts casos abans descrits, els 
plantejaments que no tenen en consideració la congestió, tenen solucions teòriques de 
menor cost computacional que no pas les que tenen en compte la congestió; en aquest 
darrer cas, tal i com s’ha anat indicant al llarg del present document, molts plantejaments 
assumeixen una estructura bi-nivell per obtenir una solució.
Aquest capítol parla d’aquestes estratègies de cerca d’una solució per al problema amb 
congestió, que pot ser l’exacta com no, però que, en qualsevol cas, sigui estadísticament 
més representativa de la realitat d’estudi.
3.1. El problema de l’estimació de les matrius O/D considerant la 
congestió. El plantejament bi-nivell
A l’equació 2.5, la que fonamenta el plantejament per a l’estimació de les matrius O/D a 
partir dels aforaments, es pot observar com, a part de les restriccions de no negativitat dels 
fluxos (necessàries per a evitar situacions que no es poden donar a la realitat), existeix una 
restricció més que fa referència a l’assignació del trànsit segons la principi d’assignació que 
el tècnic consideri més adient pel cas que estudia25.
Com ja s’ha vist anteriorment, en els problemes que consideren l’assignació proporcional, 
les matrius d’assignació són independents als fluxos que es poden comptar o estimar per a 
cada camí com a constants. És per això que la matriu P  es considera com una dada i no pas 
com una variable; aquesta constricció de l’assignació del flux de l’equació 2.5 esdevé una 
sèrie de valors coneguts constants. Els models que parteixen d’aquesta base poden ésser, 
d’acord amb l’equació 2.3, resolts amb certa facilitat.
Si es vol afegir la realitat de la congestió de la xarxa al plantejament de l’estimació de les 
matrius Origen - Destinació, es pot observar com les matrius d’assignació es converteixen 
en variables dependents del flux de cadascun dels arcs, de manera que el canvi d’una unitat 
en una parella O/D pot canviar completament aquestes matrius. Això és degut a que, en el 
cas de congestió, l’oferta és inferior a la demanda i, per tant, totes les parelles O/D han de 
competir amb els viatges de la resta de parelles sabent que cada unitat de flux que usa un 
arc augmenta no només el seu cost per travessar-lo sinó també el de la resta de parelles, 
obligant a alguns vehicles a usar altres camins que inicialment no eren considerats. Sota 
aquesta premissa, cal cercar les condicions d’equilibri de la xarxa. La complexitat de les 
Treball de Fi de Màster                    Procediments heurístics per l’estimació de matrius O/D a partir d’aforaments
56                                                                                                                                           VOLUM 1 - MEMÒRIA
Màster universitari en Logística, Transport i Mobilitat
ETSEIB - ETSECCPB - UPC
25  En aquest document es considera que el comportament actual de l’equilibrat respon al primer principi de 
Wardrop, el User Equilibrium o User Optimum. Això no impossibilita que en algunes xarxes es decideixi usar el 
criteri de System Optimum  (segon principi de Wardrop). També es pot plantejar l’ús de solucions deterministes o 
estocàstiques.
solucions que inclouen la congestió es deuen precisament a que la matriu d’assignacions Δ , 
i per tant la matriu P, esdevé variable. 
Cal dir que també un important grau de complexitat l’afegeix el tipus de funcions de costos 
dels arcs, també conegudes com funcions volum - retard o VDF (de l’anglès Volum - Delay 
Function), que modelitzen el cost de recorregut de cadascun dels arcs de la xarxa. Si la 
xarxa es pot modelitzar amb funcions de costos lineals, també es possible obtenir una 
solució exacta, és a dir, cercar els valors per a cada parella O/D que minimitza la funció de 
l’equació 2.5. [Barceló, 2012]
Degut a la realitat variable de la matriu d’assignacions amb congestió, el que fa que 
esdevingui un paràmetre a l’equació a minimitzar a l’equació 2.5 sigui alhora una variable i 
resultat del problema d’assignació de trànsit, requereix l’ús general dels plantejaments 
bi-nivell, plantejaments que es caracteritzen per tenir una funció objectiu principal, o nivell 
superior, que requereix d’haver resolt prèviament un altre problema d’optimització secundari, 
o nivell inferior. A l’equació 3.1. es pot veure com es tradueix l’equació 2.5. a un problema 
bi-nivell, sota l’assumpció de l’assignació del trànsit User Equilibrium, per a resoldre 
l’estimació de les matrius O/D tenint en compte la congestió.
Nivell superior:
s.t:
 
(Eq. 3.1)
Nivell inferior:
s.t:
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Al nivell inferior, el que soluciona el TAP i que està descrit segons ho va exposar Patriksson 
(1994), la variable independent que cal trobar per minimitzar el valor de la funció objectiu f(v) 
és el flux que hi ha a cada arc de la xarxa a estudiar, essent el volum de viatges entre cada 
zona d’origen i de destinació una variable coneguda. La formulació del nivell inferior no és 
pas única ja que es pot resoldre el problema del TAP mitjançant el plantejament de les 
desigualtats variacionals, per exemple.
En canvi, al nivell superior, la variable independent és la matriu O/D, la que guia el valor de 
la funció objectiu i que al nivell inferior es considerava coneguda; per la seva banda, el flux 
estimat a cada arc és conegut degut als resultats del nivell inferior. Cal observar que la nova 
matriu O/D influeix en la solució en equilibri de l’assignació del trànsit del nivell inferior, de 
manera que, tot i que la segona component pugui fer referència als volums dels arcs, 
aquests són funció de la matriu de viatges.
Cal dir que el nivell inferior, limitat amb una quantitat finita d’iteracions i per una tolerància 
acceptable, realitzarà un número finit d'iteracions fins a satisfer qualsevol de les condicions 
de parada del subproblema de nivell inferior, el que resol el problema del nivell superior. Per 
exemple, si calguessin 100 iteracions per resoldre el problema superior i 100 iteracions per a 
resoldre l’inferior, al final de l’execució de l’algorisme, s’hauran fet 10.000 iteracions que es 
dedicaven a resoldre la minimització del nivell inferior, 100 per a cada iteració del bucle 
principal. A la figura 3.1. es pot veure el diagrama lògic de com procedeix un algorisme per a 
la cerca de la solució en un problema bi-nivell.
El principal inconvenient del plantejament bi-nivell és que és un problema que no té una 
única solució [Yang et al., 1994]. Tot i que la funció a minimitzar al nivell inferior té una única 
solució a nivell d’arcs, essent un problema estrictament convex [Sheffi, 1984,pp. 66] i que la 
funció del nivell superior també és convexa. Ambdós nivells, per separats, tenen una única 
solució, però el fet que la solució del nivell inferior hagi d’ésser integrada com a paràmetre 
del nivell superior i que, al mateix temps aquests són dependents del resultat de l’altre nivell, 
fa que els problemes bi-nivell no siguin estrictament convexos.
Cal a dir que aquest fet no s’ha de veure com quelcom negatiu, tot i que és un inconvenient, 
ja que degut a les limitacions de l’ús dels models matemàtics i a les seves simplificacions, 
tenir la certesa d’una única solució no és garantia suficient per poder assegurar que aquest 
resultat és la matriu representativa. El fet de no ésser convex fa que puguin haver-hi infinites 
solucions locals que minimitzin el valor de la mètrica utilitzada per a definir la distància entre 
les observacions fetes i les dades disponibles; solucions on els algorismes proposats poder 
arribar i no sortir-ne d’aquests valors. La figura 3.2 és un exemple d’una funció amb dues 
solucions que minimitzen el problema i d’algunes que esdevenen mínims locals.
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Figura 3.1: Diagrama lògic per a la resolució del problema de l’estimació de les matrius O/D 
tenint en compte la congestió. Plantejament Bi-Nivell. Font: Elaboració pròpia.
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 Figura 3.2: El problema dels plantejaments bi-nivells, no són funcions convexes ni amb 
solució única. Font: Elaboració pròpia.
A la figura anterior, si els valors de les abscisses representen la iteració i a les ordenades hi 
ha el valor de la funció objectiu, es pot veure com el valor inicial es redueix a la primera 
iteració; en canvi, a la segona iteració aquest valor torna a pujar per, a la tercera iteració, 
arribar a una de les solucions que té com a resultat el mínim global trobat. Si aquesta gràfica 
fos el resultat d’un algorisme real, potser que al fer infinites iteracions s'hagués trobar un 
valor encara menor fent que les solucions de les iteracions 3 i 9 no fossin mínims globals, 
sinó que esdevinguin solucions locals.
Cal dir que si es limita la convergència del bucle principal a aconseguir que sempre hagi de 
reduir el valor de la funció objectiu, amb l’evolució de la gràfica anterior, l’algorisme s’hauria 
aturat a un mínim local el trobat a la primera iteració, ja que consideraria que el valor de la 
segona és suficient per no acceptar la nova solució.
Per una altra banda, i com també es pot veure a la figura 3.2, hi ha dues iteracions que 
obtenen el mateix valor de la funció objectiu. En el pitjor dels casos es trobarien dues 
solucions força diferents i que, a priori, ambdues solucions són adients. La mètrica utilitzada 
valora que dues solucions són igual de bones per explicar les observacions realitzades a la 
realitat.
També cal dir que si la funció objectiu és diferènciable al voltant d’una esfera centrada en la 
solució que valors que la minimitza; si són mínims locals o globals, les seves derivades 
direccionals tendeixen a zero, de manera que els algorismes basats en el gradient, és a dir, 
només en informació de primer ordre, es quedarien aturats en aquests valors sense poder 
explorar cap altra regió a no ésser que se li obligui, sigui com sigui, a poder sortir-ne 
d’aquest mínim trobat, però recordant el millor resultat per si és el valor buscat. De la 
mateixa manera es pot donar que hi hagin punts on per al valor que optimitza la funció 
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esdevingui no derivable, de manera que cal establir altres formes per a poder indicar que la 
cerca de la solució ja aconseguit el valor buscat.
Alguns autors com Nie i Zhang (2010), proposen una formulació com la expressada a 
l’equació 3.2, o per Shen i Wynter (2011), usant el concepte de funció marginal com són 
Florian i Chen (1992, 1995), entre d’altres, han intentat transformar el problema bi-nivell en 
un d’únic nivell per a evitar alguns dels problemes derivats del plantejament bi-nivell i d’altres 
propis del problema com és la no diferènciabilitat en alguns punts degut a la no existència 
d’unicitat en les solucions del problema d’assignació del trànsit a nivell de camins.
s.t.: (g, v, h) ∈ Ω
(Eq. 3.2)
A l’equació anterior, el terme θ és indicat com a paràmetre de dispersió que balanceja les 
fites aconseguides pels models d’assignament de trànsit UE amb les mesures observades a 
la realitat, mentre que wq fa les funcions del terme γ1 però havent deixat prefixat el terme γ2 
a 1/2. El terme Ω fa referència a l’espai de les solucions factibles.
Les relaxacions del problema original tenen alguns inconvenients com és la introducció de 
noves variables, a un problema que ja és força indeterminat, que, a més a més, poden no 
tenir una interpretació física i, per tant, fan més complicat el poder validar-les. En canvi els 
valors de les variables que es poden obtenir al model bi-nivell són volums i costos de 
viatges, ambdós tipus són poden tenir una senzilla correspondència amb la realitat i, per 
tant, permeten al tècnic poder validar els resultats amb més facilitat.
També cal observar com, a l’equació 3.1 i a l’equació 3.2, es pot veure com el terme g és 
present a dos de les components de la funció a minimitzar, directament o indirectament, fent 
que l’equació resultant es pugui comportar, depenent de l’assignació del trànsit com si fos 
una funció semblant al tipus Economic Order Quantity (EOQ)26. A més a més, es pot donar 
que la solució que minimitza la funció objectiu no correspongui amb una solució UE, podent 
estar molt lluny.
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26 Una funció EOQ és aquella en que el creixement de la variable és favorable augmenta el valor d’una de les 
components mentre que disminueix el valor d’una altra component, el que fa que s’hagi de trobar un valor de 
compromís per assolir l’objectiu d’optimització.
3.2. Algorismes heurístics basats en el mètode del gradient.
Com s’ha vist a l’anterior apartat, el problema bi-nivell es caracteritza per haver de passar 
uns paràmetres que són variables d’un nivell a un altre en forma de constants conegudes. 
És a dir, existeix interrelacions entre un nivell i l’altre que fa que tots dos estiguin afectats 
pels resultats del procés d’optimització de l’altre nivell. Tot i això no cal oblidar que la funció 
objectiu que es vol optimitzar correspon a l’equació 2.5, nivell superior del plantejament 
bi-nivell.
En el cas del nivell inferior, molts dels mètodes que resolen l’assignació del trànsit en la 
xarxa d’estudi estan basats en el mètode del gradient. Per exemple els mètodes link-based, 
els que poden realitzar l’assignació en equilibri a nivell d’arcs, utilitzen el mètode del gradient 
condicional, d’aproximació lineal o mètode de Frank and Wolfe; mentre que els path-based 
els que equilibren la xarxa a partir dels costos de cada camí per a cada parella O/D, solen 
usar el mètode del gradient projectat, per a la cerca de la solució al problema plantejat al 
TAP.
Ambdós casos es poden considerar una generalització del mètode del gradient clàssic, 
degut a la presencia de constriccions que limiten l’espai factible de solucions. Pel cas del 
nivell inferior, la restricció és que els fluxos han d’ésser no negatius, a més de satisfer el 
transport dels viatges indicats a la matriu O/D input. 
Degut a la importància d’aquests mètodes en el present treball, sobretot en la part 
d’implementació de l’algorisme d’en Lundgren i Peterson (2008), a l’annex A s'exposen les 
principals característiques i el procediment general d’aquests per a entendre les dificultats i 
fortaleses que els diferents autors han trobat en el problema plantejat.
3.2.1. Aspectes generals dels algorismes basats en el mètode del gradient per 
a la resolució del problema de l’estimació de les matrius O/D
El mètode del gradient i qualsevol dels seus derivats es basen en l’ús del gradient per a 
trobar una direcció de descens amb l’objectiu de trobar la solució que optimitzi el problema 
que es vol resoldre. A l’annex A s’ha usat una funció que es coneix que només té un mínim 
global; en canvi el problema de l’estimació de les matrius O/D presenta les següents 
complicacions que fan que, malauradament, els algorismes proposats per a la resolució del 
problema objecte d’aquest document no garanteixen trobar la millor solució:
• No és un programa estrictament convex, el que pot fer que trobi des d’un mínim 
local o global o fins i tot un màxim local o global i que, degut a l’ús del gradient i 
Treball de Fi de Màster                    Procediments heurístics per l’estimació de matrius O/D a partir d’aforaments
62                                                                                                                                           VOLUM 1 - MEMÒRIA
Màster universitari en Logística, Transport i Mobilitat
ETSEIB - ETSECCPB - UPC
sempre que el punt d’estudi sigui diferènciable, l’algorisme no pugui iniciar noves 
cerques. La no convexitat general del problema pot implicar, també, l'existència de 
subconjunts convexos; molts algorismes només treballen dins d’aquests, sense 
poder explorar d’altres. 
• Pot ésser un programa que no sigui diferènciable en tots els seus punts degut a la 
no unicitat de les solucions en l’àmbit dels camins. Això vol dir que mentre la 
solució de l’equilibri és única, diferents proporcionalitats dels camins per parella 
O/D poden donar aquesta solució. Tot i que la solució del problema de 
l’assignació de trànsit és únic en el valor de la funció objectiu i en el volum de flux 
que passa per cada arc, existeix un nombre elevats de possibles combinacions de 
fluxos per a cada camí que poden satisfer els volums dels arcs i optimitzar la 
funció objectiu del problema; això comporta que en un punt no hi hagi un gradient 
definit, sinó, com a molt, un sotsgradient
A més a més, existeixen altres complicacions derivades del fet d’ésser un plantejament 
bi-nivell, com pel fet de que la cerca de la longitud de passa adient pot esdevenir 
relativament complicada de trobar.
Degut a que els valors dels fluxos als arcs estimats, i que són presents a l’equació 2.5, són 
conseqüència de la matriu O/D i de la conseqüent assignació de trànsit que es fa a la xarxa 
d’estudi, es pot re-escriure l’equació tal i com és mostra a l’equació 3.3.
 
(Eq. 3.3)
Els valors que governen aquest nivell són els g, de manera que cal modificar-los de manera 
adient per aconseguir l’objectiu de minimització de la funció objectiu. Seguint el mètode del 
gradient cal conèixer el gradient de la funció al punt actual per a poder establir l’estratègia de 
millora de la funció. L’equació 3.4a i 3.4b són el gradient de la funció a minimitzar aplicant la 
regla de la cadena.
(Eq. 3.4a)
(Eq. 3.4b)
Les funcions de mesura de la distància entre les observacions realitzades i les estimades 
per l’assignació que resol el problema de l’assignació de trànsit segons una matriu de 
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demanda, són fàcilment derivables ja que són funcions explicites de la variable g i v 
respectivament.
Degut a l’aplicació de la regla de la cadena, per a la derivació, i al fet de que la variable que 
cal canviar en el nivell superior és el de la matriu de viatges entre les diferents zones de 
transport, apareix el Jacobià de l’equació 3.5, o Jacobià J, que explica la variació del flux de 
cada arc segons el valor de la demanda a cada parella O/D.
(Eq. 3.5)
L’aparició d’aquest terme és la que permet relacionar la derivada de la segona component 
de la funció objectiu amb la variació que ha de tenir cadascuna de les parelles O/D per a 
poder fer avançar l’algorisme programa i estimar la nova matriu de viatges. També cal 
senyalar que és aquest terme el que fa que la funció objectiu pugui ésser no derivable.
Aquest terme és força complicat de calcular degut a que la variació que explica és 
conseqüència de la resolució del problema del nivell inferior. És per aquest motiu que, 
actualment només es pot aproximar aquest terme segons una sèrie d'hipòtesis. Degut a 
aquest fet, els procediments que es basen en el mètode del gradient, han de treballar amb 
un sotsgradient aproximat, dependent la seva fiabilitat a la precisió amb la que s’ha estimat 
la variació explicada a l’equació 3.5.
A part de la complicació que s’ha demostrat de la cerca del gradient, cal dir que trobar el 
valor de la longitud de passa adient pot ésser també problemàtic, sobretot depenent del 
tipus de mesures de distàncies entre els valors estimats i els valors observats que s’utilitzin 
a la funció objectiu. A l’annex B s’explica com es pot calcular per les funcions objectius 
implementades en aquest treball de fi de màster.
A priori, l’ús de mètodes generals per a la determinació de la longitud de passa, els que no 
exploten cap propietat de la funció objectiu i els seus possibles canvis com el mètode 
d’Armijo (1966), que requereix l'avaluació de diferents punts de la funció objectiu per 
determinar-ne quina és una longitud de passa adequada, queden descartats en aquest 
document, deguts a l’alt cost computacional que requereix cada avaluació de la funció 
objectiu del nivell superior, ja que per cada canvi en la matriu O/D i la seva posterior 
avaluació per decidir si es la longitud de passa adient, cal tornar a resoldre el problema del 
TAP, fent que per a les xarxes grans suposi una elevada quantitat de recursos consumits en 
solucions que només serveixen per ésser comparades i no triades.
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Assumint diferents simplificacions per a l’estimació del gradient i/o per a la cerca de la 
longitud de passa, degut als comentaris exposats anteriorment, diversos autors com Spiess 
(1990), Noriega i Florian (2007) o Lundgren i Peterson (2008) han dissenyat algorismes 
basats en mètode del gradient o derivats.
Juntament amb el fet que els algorismes que es presenten a continuació són basats en el 
gradient, un darrera particularitat de tots aquests és el seu procediment de càlcul, que 
segueixen l’esquema de la figura 3.1. Les particularitats de cada procediment són: quina és 
la funció objectiu que s’usa, com s’estima el gradient i el càlcul de la longitud de passa. En la 
següent llista és resumeix el procés iteratiu d’aquests procediments:
1. CÀLCUL DE L’ASSIGNACIÓ DEL TRÀNSIT: Trobar els volums als arcs segons 
l’assignació del trànsit a la xarxa amb la matriu O/D estimada a la iteració anterior; 
si és la primera iteració cal usar la matriu inicial o llavor. En aquest pas es troba la 
matriu d’assignacions Δ.
2. CRITERI DE CONVERGÈNCIA O DE CONSUM DE RECURSOS ASSIGNATS: 
Comprovar si l’algorisme ha convergit o comprovar que no es superen els límits de 
recursos computacionals preestablerts (nombre d’iteracions). En cas d’haver-ho 
fer, parar l’algorisme; en cas contrari, passar al pas 3.
3. COMPUTACIÓ DEL GRADIENT: Trobar l’estimació del gradient segons les 
aproximacions i hipòtesis que realitza cada mètode.
4. COMPUTACIÓ DE LA DIRECCIÓ DE DESCENS: Usant l’aproximació del gradient 
trobat a la iteració anterior, calcular la direcció de descens que s’usarà.
5. ESTIMACIÓ DE LA LONGITUD DE PASSA: Cercar quin és el valor millor d’aquest 
paràmetre dins, o no, dels intervals preestablerts com a vàlids per moure 
l’exploració de la solució.
6. ACTUALITZAR LA MATRIU DE DEMANDA - EXPLORACIÓ LÍNIAL (Nova matriu 
O/D estimada): Usant les dades de les passes 4 i 5 actualitzar la matriu de 
demanda.
7. TORNAR AL PAS 1
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3.2.2. L’algorisme d’Spiess (1990)
Spiess va proposar a l’any 1990 un algorisme per a resoldre, de manera heurística, el 
problema de l’estimació de les matrius O/D a partir dels aforaments sota els principis de 
l’inferència estadística; en concret, usant els mínim quadrats generalitzats.
El seu algorisme parteix de la base de que l’única mesura de distància al nivell superior és la 
relació entre el flux observat a la xarxa, l’obtingut per aforaments, i el que es pot obtenir de 
sotmetre una xarxa i una matriu de viatges al criteri d’equilibri de trànsit triat. De la mateixa 
manera considera que les matrius de variances-covariances dels fluxos, seguint el 
plantejament de l’estimació per mínims quadrats generalitzats, són iguals a la matriu 
identitat.
D’aquesta manera, la primera simplificació del problema que realitza Spiess es pot veure 
com a l’eliminació d’una de les components de la funció objectiu, segons s’ha anat 
expressant al llarg d’aquest document, deixant-la com s’expressa a l’equació 3.6a. Tot i això, 
a les equacions 3.3 i 3.4b, es pot veure com el jacobià de l’equació 3.5 és present en la 
direcció de descens. A l’equació 3.6b es pot veure el gradient de la funció objectiu.
(Eq. 3.6a)
(Eq. 3.6b)
Per a superar l’obstacle de l’estimació del Jacobià de l’equació 3.5,, Spiess proposa 
considerar-lo com a constant localment (Local Constant o LC), fent que aquest sigui la 
matriu d’assignacions P per al punt estudiat; és a dir, considera que al punt d’estudi és com 
si no es tingues en compte la congestió. Es pot deduir el Jacobià de l’equació 2.2b quedant 
expressat com es mostra a l’equació 3.7.
(Eq. 3.7)
El Jacobià canviarà amb el nou punt trobat d’aplicar l’actualització adient mitjançant l’ús del 
gradient del punt anterior, es per aquest motiu que aquest procediment es diu localment 
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constant i és la principal diferència amb la resta de procediments d’assignacions 
proporcionals. El gradient de l’equació 3.6b es pot reescriure com es mostra a l’equació 3.8.
(Eq. 3.8)
La senzillesa de l’estimació del Jacobià, i per tant del gradient que serveix per a calcular la 
direcció de descens, té algunes limitacions com el fet que el mateix Spiess reconeix que és 
una aproximació força grollera del gradient i que per evitar grans desviacions, la longitud de 
passa ha d’ésser el més petita possible. Aquesta limitació pot fer que, en el cas hipotètic de 
que el gradient estimat als punts sigui una bona aproximació, calguin realitzar força més 
iteracions que si es permetés usar valors de longitud de passa majors. De la mateixa 
manera, en cas de no usar aquesta limitació es podria trobar solucions parcials (d’iteració) 
que tot i acomplir amb l’objectiu que poden minimitzar la funció objectiu en aquella direcció, 
obligui a fer-ne més iteracions deguts a usar direccions de descens que no són de màxim 
descens. A les figures A.3 i A.4 de l’annex A es pot veure què passa si la longitud de passa 
no és l’adient o si la direcció no és la de màxim descens.
Coneguda l’aproximació del gradient que s’usarà per a determinar la direcció de descens, 
l’actualització de les diferents parelles O/D es realitza segons s’expressa a l’equació 3.9 (on l 
és la iteració actual)27
(Eq. 3.9)
A l’equació 3.10a es pot veure com s’obté el valor de la longitud de passa, també 
anomenada valor alpha, indicant el valor v’a a l’equació 3.10b, mentre que a l’equació 3.10c 
es pot veure el limitant degut al fet de treballar amb una estimació grollera del gradient. 
L’explicació de com s’obté la longitud de passa adient al mètode d’Spiess, al de Noriega i 
Florian i al Lundgren i Peterson és explicada a l’annex B.
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27 El signe de la multiplicació entre la longitud de passa i el gradient és negatiu ja que la direcció de descens és el 
valor negatiu del gradient; en cas d’haver usat directament la direcció de descens, el signe seria positiu.
(Eq. 3.10a)
(Eq. 3.10b)
(Eq. 3.10c)
L’algorisme d’Spiess presenta alguns inconvenients, a part dels que es poden originar per 
l’ús d’una aproximació del gradient suposant que és localment constant, que pot fer que 
calguin més iteracions i, per tant, més reassignacions del trànsit.
Un dels principals problemes detectats és el fet de que la funció objectiu no té en compte 
cap mesura amb la matriu inicial, de manera que s’ha observat que l’algorisme presentat en 
aquest apartat pot desfigurar molt les proporcions de la matriu original, fent-la poc creïble; 
però que, a canvi, obté una matriu que pot explicar força bé les observacions fetes als 
aforaments. Problemes que ja s’han explicat anteriorment al dir que degut a l’alta indefinició 
del problema, hi ha infinites matrius que poden explicar les observacions tot i que només hi 
hagi una que sigui el més semblant pel dia tipus d’estudi. 
Cal dir també que aquest procediment tracta tot el flux com un únic tipus de vehicle, és a dir, 
no hi ha cap diferènciació entre vehicles lleugers (turismes) i d’altres com poden ser 
furgonetes o camions.
 3.2.3. L’algorisme de Noriega i Florian (2007)
Disset anys més tard, Noriega i Florian presenten un nou algorisme per a resoldre 
l’estimació de les matrius O/D a partir d’aforaments basats en el d’Spiess, però intentant 
resoldre alguns dels problemes que presentava l’algorisme anterior; concretament, els 
d’aconseguir tractar el flux amb diferents tipus de vehicles i estimar-ne les seves respectives 
matrius O/D i el d’imposar algun limitant, per evitar que la nova matriu estimada sigui molt 
diferents a la llavor.
Treball de Fi de Màster                    Procediments heurístics per l’estimació de matrius O/D a partir d’aforaments
68                                                                                                                                           VOLUM 1 - MEMÒRIA
Màster universitari en Logística, Transport i Mobilitat
ETSEIB - ETSECCPB - UPC
Aquest procediment parteix de les mateixes simplificacions per al càlcul del Jacobià J i del 
gradient que realitza Spiess en el seu algorisme; és per aquest motiu que es pot considerar 
que l’algorisme d’aquest apartat és una evolució i generalització del procediment explicat a 
l’apartat anterior. 
Cal afegir que es pot deduir de la formulació que s’usa al seu article, que es pot veure com 
cada categoria de vehicles pot tenir un subconjunt diferent d’arcs aforats; això pot ésser 
veritat depenen del tipus d’aforament que s’hagi fet d’acord amb el que s’ha explicat al 
capítol 1.1.3. 
La funció objectiu d’aquest algorisme, expressada a l’equació 3.11, té dues components: una 
de mesura de la distància entre la matriu llavor i l’estimada, i una segona que fa referència a 
la distància entre el flux estimat en equilibri del trànsit amb la nova matriu estimada i el que 
es pot observar a la realitat. A més a més, es pot veure com s’incorporen les diferents 
classes de vehicles (|M|) a la funció objectiu; tot i que a la següent equació apareix 
expressat el problema multiclasse, l’algorisme proposat pot funcionar també, com a cas 
particular, com un algorisme uniclasse si es suposa que el problema és d’una única classe 
(|M| = 1).
(Eq. 3.11)
La inclusió de la primera component fa que el gradient de l’equació anterior tingui la forma 
presentada a l’equació 3.4b, que inclou el Jacobià J dels volums dels arcs respecte el flux 
de cada parella O/D.
Com es pot veure, la inclusió d’aquest terme no afegeix cap complicació addicional al càlcul 
de la direcció de descens (a l’equació 3.12a es pot veure el gradient, que és la direcció de 
descens amb signe canviat) ja que la primera component és una funció explicita del volum 
de cada parella O/D; la complicació continua essent el càlcul del Jacobià de l’equació 3.5. 
Per a calcular aquest terme, els creadors d’aquest procediment assumeixen el mateix 
principi que va assumir Spiess, el de suposar que el Jacobià és localment constant al punt 
en estudi i, per tant, el gradient resultat és una simplificació d’acord amb aquesta hipòtesis; a 
l’equació 3.12b es presenta el gradient seguint la simplificació d’Spiess (equació 3.7). 
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(Eq. 3.12a)
(Eq. 3.12b)
Degut a les limitacions que suposa el treballar amb l’aproximació al Jacobià, els autors 
consideren que la longitud de passa, que es pot calcular de manera exacta segons s’explica 
a l’annex B, ha d’ésser dins de l’interval (0, 1], per tal d’assegurar que el seu moviment sigui, 
com a mínim, teòricament proper al que s'obtindria si es pogués calcular amb facilitat el 
gradient degut a la proximitat amb el punt inicial de la iteració. Observis que Spiess també 
va raonar una decisió semblat amb els mateixos arguments. 
De la mateixa manera, la direcció de descens que s’utilitza en aquest procediment és 
idèntica a la del mètode d’Spiess (equació 3.9) però només afegint la indicació de a quina 
classe de vehicles pertany  la matriu que s’esta actualitzant; aquesta direcció és anomenada 
rim.
A l’equació 3.13a es presenta el càlcul de la longitud de passa òptima mentre que a 
l’equació 3.13b s’explica com és calcula el valor ua que és el homòleg d’aquest procediment 
del valor v’a que es va presentar al mètode d’Spiess (equació 3.10b).
(Eq. 3.13a)
(Eq. 3.13b)
L’aproximació pel mètode Local Constant segueix realitzant una aproximació força grollera 
que, teòricament, requereix de més temps de càlcul per a convergir, degut a que es 
necessiten major quantitat de resolucions del problema de l’assignació del trànsit amb les 
matrius O/D provisionals per a poder estimar si el resultat convergeix. És per això que 
aquest mètode suposa una millora respecte al mètode d’Spiess però sense intentar trobar 
solució eficient al principal problema que presenta el mètode del gradient i derivats per a la 
resolució d’aquest problema.
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3.2.4. L’algorisme de Lundgren i Peterson (2008). L’aproximació del Jacobià per 
mètodes de derivació explícita i implícita
Els dos mètodes explicats anteriorment presenten problemes a la velocitat de convergència 
de l’algorisme, que es tradueix en un increment dels recursos computacionals a usar, degut 
a l’estimació que es fa del Jacobià de l’equació 3.5. Una estimació més precisa d’aquest ha 
de permetre no només un estalvi de recursos ja que calcula millor la direcció de descens. 
El mètode de Lundgren i Peterson és un procediment heurístic per a la resolució del 
problema de l’estimació de les matrius O/D estàtiques per inferència estadística per mínims 
quadrats generalitzats considerant les matrius de variança i de covariança idèntiques a la 
identitat. Aquest es pot considerar que és l’evolució del mètode d’Spiess i del de Noriega i 
Florian però considerant només una classe de vehicles i que intenta estimar amb major 
precisió el gradient.
Com es pot veure a l’equació 3.14, la funció objectiu que utilitza aquest procediment, segons 
els seus autors, és força semblant a la usada al mètode de Noriega i Florian (3.11), amb la 
diferència que els valors de ponderació de les dues components no han de sumar la unitat; 
això permet donar major flexibilitat a la confiança que el tècnic té a cadascuna de les dues 
fonts d’informació, els aforaments a la xarxa viària i les dades de la matriu original.
(Eq. 3.14)
D’acord al que pot deduir observant els comentaris anteriors, l’existència de la segona 
component de la funció objectiu, la que té en compte qualsevol funció que compara el volum 
del flux aforat als arcs amb estacions d’aforament amb el que s’obté de resoldre el problema 
de l’assignació del trànsit en equilibri, fa que apareix el terme del Jacobià de l’equació 3.5 
pel càlcul del gradient i de la direcció de descens per intentar cercar la solució òptima. No 
usar la segona component implicaria deixar d'incorporar la informació dels aforaments de la 
xarxa a la matriu O/D i, per tant, no tindria sentit els plantejaments que s’expliquen en el 
present document a partir del capítol 3.
A les equacions 3.15a i 3.15b es pot veure la derivada del primer terme de l’equació 3.14 
respecte al flux de la parella O/D i-èssima i del segon terme respecte al volum estimat a l’arc 
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a-èssim respectivament; com es pot veure aquests dos termes dels tres que formen el 
gradient (equació 3.4b) no presenten cap complicació. Aquests ja han estat utilitzats en els 
anterior procediments esmentats si s'usaven aquestes components.
(Eq. 3.15a)
(Eq. 3.15b)
Lundgren i Peterson no aporten cap novetat destacada al plantejament general del problema 
sinó que la seva principal proposta de millora als algorismes d’estimació de les matrius O/D 
és plantejar l’ús d’aproximacions més acurades del Jacobià. 
En l’article de presentació del seu procediment, Lundgren i Peterson es plantegen l’ús de 
l'anàlisi de sensitivitat proposat per Tobin i Friesz (1988), tal i com van decidir explorar en el 
seu dia Yang et al. (1992) i Yang (1995). Aquests procediments són els que anomenen 
Derivació Explicita (Explicitly Derivation o per les seves inicials ED) i donen una aproximació 
més acurada del Jacobià buscat que no pas el que es pot obtenir pel procediment LC; 
l’aproximació es fa resolent la següent equació de matriu (equació 3.16).
on:
(Eq. 3.16)
El Jacobià buscat és la matriu J (| I x A |) mentre que la matriu S (equació 3.17a), fins ara no 
presentada, fa referència al Jacobià de la funció de costos de cada arc respecte al volum de 
trànsit de cada arc (equació 3.17b). La presentació teòrica de la següent equació és pel cas 
de costos asimètrics28, podent limitar-lo pel cas de costos diagonals (la matriu només pot 
tenir costos no nuls a la diagonal) tal i com s’expressa a l’equació 3.17c i que és la que 
s’utilitza a la resta del present document.
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28  Costos asimètrics vol dir que el cost  de travessar l’arc a-èssim no només depèn del flux del propi arc sinó 
també d’un subconjunt d’arcs.  Un cas típic és un arc que acaba amb una senyal d’STOP, depenent del flux dels 
altres arcs de la intersecció i del seu propi flux, l’arc que es vol travessar tindrà un cost concret
(Eq. 3.17a)
(Eq. 3.17b)
(Eq. 3.17c)
Aquest mètode per a l’aproximació del Jacobià pateix de força inconvenients que són 
enumerats per Lundgren i Peterson fent referència a d’altres autors. Aquests es poden 
resumir en que la confiança que es té en l’estricta condició complementaria que tot i ésser 
suficient no és pas una condició necessària per a la diferènciabilitat; la funció objectiu   pot 
ésser diferènciable en el punt d’estudi i no acomplir-se aquesta condició. La segona fa 
referència a l'absència de dependències topològiques de la xarxa que pot fer que si el 
nombre de camins sigui major al nombre d’arcs, faci que la matriu B esdevingui singular i, 
per tant, no es pugui calcular la seva inversa; això es deu a que en xarxes grans, el nombre 
de camins possibles és molt més gran que no pas el nombre d’arcs.
Amb l’objectiu de resoldre aquests inconvenients Lundgren i Peterson plantegen una altra 
alternativa mitjançant l’estimació del Jacobià a través d’una aproximació de segon ordre, és 
a dir, resolent un conjunt de subproblemes quadràtics; aquest mètode permet obtenir la 
matriu buscada de manera indirecta, per això els seus autors es refereixen a aquest 
procediment com a Derivació Implícita (Implicity Derivation) en anglès o ID29  per les seves 
inicial).
Per a poder realitzar l’aproximació del Jacobià J per a la iteració l-èssima cal resoldre, per a 
cada parella O/D, el problema plantejat a l’equació 3.18; aquest es por definir com el 
problema de l’assignació d’una unitat addicional de flux a una parella O/D predeterminada, 
així com el canvi dels costos de tots els camins per cada O/D.
s.t: (Eq. 3.18)
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29 El present document fa referència al mètodes d’estimació del Jacobià per les seves sigles en anglès (LC, ED, 
ID)
En el plantejament d’aquest problema es pot veure l'aparició dels vector x (equació 3.19), el 
que explica la variació del flux dels camins d’acord amb el canvi en les parelles O/D i el 
vector eī que fa a la unitat extra d’assignació de flux de la parella ī-èssima en estudi. 
(Eq. 3.19)
Com es pot veure, el vector d és funció del vector x, de manera que es podria tornar a 
formular el problema de l’equació 3.18 fent el canvi (d = Δx). L’equació 3.20 és el resultat 
d’aquest canvi de variable.
s.t: 
(Eq. 3.20)
També es pot observar com el vector d té com a components les derivades parcials del 
volum als arcs respecte a l’increment del flux en una unitat (equació 3.5). La solució del 
problema de l’equació 3.18 o 3.20 dóna com a resultat el vector d* que es converteix en els 
valors desitjats de la fila ī-èssima del Jacobià J (ī-èssim fa referència a la parella OD per al 
que s’esta resolent el problema de l’equació 3.18; ī ∈ I). Cal dir que en el cas que la funció 
objectiu fos diferènciable al punt en estudi, els resultats complirà també l’estricta condició 
complementaria a l’equilibri en la que es basa l’estimació del gradient feta per Tobin i Friesz.
Si es suposa que la funció objectiu és diferènciable, el problema de l’equació 3.18 i 3.20 té 
una única solució. Sota aquesta hipòtesis es pot plantejar la resolució de l’estimació del 
Jacobià J mitjançant les condicions de Karush-Kuhn-Tucker; en aquest cas, la solució es 
troba de manera explicita (ED) resolent el següent sistema (equació 3.21). Amb el canvi de 
la variable d per la seva igualtat Δx només es generarà un vector de valors de multiplicadors 
de Lagrange (ω = {ωi}, i ∈ I).
(Eq. 3.21)
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Com es pot veure, el resultat són dos vectors: el vector x amb el que es pot obtenir la fila ī-
èssima del Jacobià J i un segon vector amb els multiplicadors de Langrange. El vector eī, de 
dimensions (I x 1) només pot tenir una de les seves components igual a una unitat, essent la 
resta zeros. És per aquest motiu que cal resoldre un problema de l’equació 3.18 o 3.20 per a 
cada parella O/D amb flux no negatiu.
Una altra manera de resoldre l’aproximació al Jacobià J segons l’equació 3.18, o el seu 
equivalent de l’equació 3.20, és mitjançant l’explotació de la seva naturalesa d’aproximació 
en forma de problema quadràtic, és a dir, usant la programació no lineal.
El gradient de la funció de l’equació 3.20 respecte al vector x, el que ha de permetre trobar 
quins són els valors que minimitzin la funció objectiu de l’equació 3.20, és el que es pot 
veure a l’equació 3.22a; aquest es pot descomposar per camins de la manera que es 
presenta a l’equació 3.22b (en format algebraic), que serveix com a definició pel 
procediment iteratiu que proposen Lundgren i Peterson.
(Eq. 3.22a)
(Eq. 3.22b)
Degut a l'existència d’una condició de constricció a l’equació 3.20, l’espai de solucions 
factibles es troba limitat i, per tant, els autors de l’algorisme que s’explica en aquest apartat 
decideixen usar una modificació del mètode del gradient projectat. El gradient projectat w 
sobre el nucli de la matriu Λ es mostra a l’equació 3.23a, poden ésser reescrits com es 
mostra a l’equació 3.23b (observant com cal resoldre el problema tantes vegades com 
parelles O/D s’hagin d’estudiar) .
(Eq. 3.23a)
(Eq. 3.23b)
Amb la introducció de les variables duals, les quals es representen amb la variable ρ, que és 
la mitja dels valors σk dels camins usats per a cada parella i-èssima, corresponents a les 
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constriccions i a l’ús de les condicions de Karush-Kuhn-Tucker, el problema de la projecció 
presentat a les equacions anteriors es converteix en el plantejament de l’equació 3.24. El 
valor ni fa referència al nombre de camins usats per a la parella i-èssima
(Eq. 3.24)
De la constricció que s'imposa a l’equació 3.23b, es pot veure que per aconseguir la solució 
desitjada, cal que l’equació 3.24 sigui igual a 0, el que vol dir que tots els camins de la 
parella i-èssima han de tenir la mateixa component del gradient (σ); evidentement, i com es 
pot deduir de la interpretació de l’equació 3.22b, cada arc respecte a la parella en estudi 
haurà de tenir un valor de la seva component del Jacobià J = {db}, i ∈ I. Aquesta component 
juntament amb les matrius d’assignació camí a arcs, que depèn de la resolució del problema 
de l’assignació del trànsit prèviament resolt, són les que guien la solució. La component wk 
per a cada parella O/D es pot definir com es veu a l’equació 3.25, on ϛi és la mitjana dels 
valors  σk a la parella i-èssima30.
(Eq. 3.25)
Abans d’explicar l’algorisme iteratiu que troba el Jacobià a partir de la resolució d’un número 
finit de problemes de l’equació 3.18, cal dir que degut a la simplificació del comportament 
que es fa en el present document, on els costos són separables degut a que el flux d’una arc 
no afecta directament a la resta, fa que es pugui simplificar la funció objectiu i del càlcul de 
la variable μ a, que és necessària pel càlcul del gradient σk. Les equacions 3.26a i 3.26b 
mostren les simplificacions comentades respectivament.
(Eq. 3.26a)
(Eq. 3.26b)
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30 Tot i que s’intenta mantenir la mateixa notació que la que utilitzen Lundgren i Peterson al seu article,  en el cas 
de l’equació 3.25 no ha estat possible degut a limitacions de format del programari usat en la redacció de la 
present  memòria, es per això que s’ha hagut d’utilitzar el símbol ϛ per indicar la mitja en comptes del símbol σ 
amb barret
L’algorisme per a la cerca iterativa dels valors del Jacobià J es pot separar en dos grans 
subconjunts: la inicialització i la iteració general. Cal dir que si només s’aplica el procediment 
explicat a la inicialització, s’obtindrà una aproximació del Jacobià localment constant, com el 
que usen els algorismes d’Spiess i de Noriega i Florian; és per aquest motiu que, com s’ha 
dit anteriorment, la implementació del procediment de Lundgren i Peterson implica, 
indirectament, poder implementar un mètode molt semblant al d’Spiess. El procediment de 
resolució iterativa del problema 3.18 és el següent,per a cada parella O/D amb flux no 
negatiu:
1. INICIALITZACIÓ:
1.1. Definir el vector x (equació 3.27a i 3.27b):  
xk = pk, ∀k ∈ Kī (Eq. 3.27a)
xk = 0, ∀k ∈ Ki, i ≠ ī (Eq. 3.27b)
1.2. Calcular da de cada arc en funció a la parella O/D ī-èssima (equació 
3.27c):
(Eq. 3.27a)
2. ITERACIÓ GENERAL:
  2.1.    Calcular el gradient projectat w (equació 3.25).
  2.2.    Definir la direcció de descens y (equació 3.28a) i la direcció de descens z 
(equació 3.28b):
y = -w (Eq. 3.28a)
z = -Δw (Eq. 3.28b)
  2.3.    Resoldre el problema sense constriccions de l’equació 3.28c:
(Eq. 3.28c)
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2.3.1.    Cerca del valor de la longitud de passa òptima per a la resolució 
del sotsproblema de l’equació 3.28c (equació 3.28d): aquest es pot calcular 
directament ja que la funció de millora no es constreta:
(Eq. 3.28d)
2.3.2.    Actualització dels vectors d i x (equacions 3.28e i 3.28f):
dl+1 = dl + αzl (Eq. 3.28e)
xl+1 = xl + αyl (Eq. 3.28f)
2.4.    Comprovar els criteris de convergència i/o recursos consumits. Si es 
compleixen canviar a la següent parella i anar al pas 1.1., en cas contrari tornar al 
pas 2.1.
Com a criteris de convergència per a la resolució del procés iteratiu anteriorment descrit es 
pot triar, per exemple, que la norma del vector del gradient projectat w sigui menor a un valor 
preestablert (tolerància absoluta) o que la diferència entre la norma d’aquest vector a la 
iteració actual i a l’anterior sigui, en termes relatius, inferior a una tolerància relativa; és a dir, 
que quasi no hi hagi millora. Per la seva banda també es recomana usar un limitant d’ús de 
recursos, com pot ésser limitar el nombre d’iteracions que es pot realitzar per a cada parella 
O/D; de l’altra manera es podria donar el cas d’un elevat consum que tornaria poc pràctic el 
present algorisme pel temps de computació que es requeriria per arribar a tenir un valor de 
la norma, ja sigui absolut o relatiu amb la iteració prèvia, que satisfaci els criteris de 
convergència.
El procediment proposat per Lundgren i Peterson per a obtenir una aproximació del Jacobià 
de l’equació 3.5 pot requerir del consum de grans quantitats de recursos depenent de la 
grandària de la xarxa; això és deu a que un arc pot ésser usat per diferents camins al mateix 
temps, fet que s’ha explicat anteriorment i que dóna com a resultat el fenomen de competició 
per al ús de cada arc, requerint l’ús de programes que ressolin l’assignació del trànsit en 
estat de congestió.
Cada parella O/D té un nombre finit de camins que, com es dedueix de la definició formal de 
camins, són formats per una successió d’arcs que s’han d’utilitzar per unir el centroide 
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origen amb de destinació. De la mateixa manera un mateix arc pot ésser usat per unir un 
altre parella O/D. A la figura 3.3 es pot veure aquest fenomen.
Figura 3.3: Camins entre dos parells O/D. El camí blau és el camí A, el cian és el camí B, el 
vermell és el camí C i el rosa és el camí D. Font: Elaboració pròpia
Com es pot veure a la figura anterior els camins B i C comparteixen els arcs 4 i 6. Qualsevol 
canvi que es faci als arcs 4 i 6 degut a l’increment en una unitat de flux en la parella que és 
unida pels camins C i D (parella 2) també pot afectar al camí B i, de retruc al camí A (que no 
comparteix cap arc amb els camins C o D. Aquesta realitat fa que el Jacobià hagi de mostrar 
que en cas que s’incrementi en una unitat el flux a la parella 2 afecta a com l’altra parella 
usa els seus camins, degut al fenomen de competició, en equilibri de la xarxa, en l’ús del 
recurs finit de la capacitat als arcs.
Si a la figura anterior només existissin els camins A i C, es pot veure com cada parella no 
comparteix cap arc amb cap camí de l’altra parella, de manera que l’increment de flux a la 
parella 2 no afectaria a la distribució del flux dels camins de l’altre parella O/D.
En xarxes grans, aquest fet, el de fer que per trobar el Jacobià d’una fila calgui incloure 
camins d’altres parelles O/D, degut a la interdependència que es dóna als arcs per l’ús 
compartit per diferents camins de diferents parelles O/D, pot esdevenir prohibitiu i és poc 
aconsellable. Per una banda, degut a que es pot requerir un elevat nombre d’iteracions per 
acomplir amb els criteris prefixats de tolerància, mentre que per l’altra, pot fer que es 
requereixi un nombre tan elevat d’iteracions que consumeixi les prefixades donant com a 
resultat una aproximació del Jacobià relativament pobre. L’esforç computacional major que 
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es requereix degut a les observacions del principi d’aquest paràgraf també són vàlides si es 
decideix calcular el Jacobià de l’equació 3.5 amb qualsevol dels dos mètodes ED explicats 
anteriorment.
Per a intentar superar aquest problema, els autors proposen una relaxació del mètode tenint 
només en compte les interrelacions amb els camins de les altres parelles O/D amb el mateix 
origen que la que és en estudi (aquest mètode és anomenat pel cas Implícitament Derivat 
com a IDo mentre que pel mètode Explícitament Derivat com a EDo). Tot i això, en xarxes 
molt grans aquesta simplificació pot ésser encara insuficient requerint eliminar més 
interrelacions; en aquest sentit, els autors es plantegen els mètodes IDi i EDi on només es té 
en compte les interrelacions entre els camins que són usats pel mateix parell O/D.
Evidentment, eliminar moltes de les interrelacions entre camins fa que l’aproximació del 
Jacobià J sigui de menor qualitat però com a mínim permet obtenir una aproximació vàlida 
en un temps raonable. Cal recordar que s’ha de calcular una aproximació del Jacobià per a 
cada intent de millora de la matriu O/D, això implica que cada iteració general cal resoldre un 
número finit de problemes de l’equació 3.18. Evidentment a menor temps per resoldre 
l'aproximació del gradient major velocitat tindrà l’algorisme per a estimar la nova matriu O/D.
Una de les principals mancances d’aquests procediments, i que per això esdevenen només 
aproximacions del Jacobià, és el fet de que afegir una nova unitat de flux a una nova unitat 
no només pot implicar una possible reorganització dels fluxos als camins existents, ja sigui a 
la pròpia parella OD afectada com a la resta, sinó que també es podria donar el cas de que 
apareguessin nous camins que no eren usats anteriorment. Aquests procediments 
assumeixen que només hi ha una reorganització dels camins, menyspreant la possibilitat de 
que s’hagin d’usar de nous.
No cal oblidar que els procediments per al càlcul del Jacobià J presentats en aquest apartat, 
així com el que utilitza el procediment d’Spiess i Noriega i Florian, no deixen d’ésser 
aproximacions, que permeten superar l’obstacle que pot representar la no diferènciabilitat de 
la funció objectiu 3.14. Essent conservadors, en el millor dels casos es pot dir que el Jacobià 
calcular permet trobar una direcció que és de descens i, per tant, tot i que no pugui ésser la 
més adient, aquesta és útil.
Abans d’explicar la resta del procediment de Lundgren i Peterson, cal recordar que degut a 
que el que es calcula és una aproximació del gradient a partir d’una aproximació del Jacobià 
J, sempre s’obtindrà un sotsgradient. Això pot ésser vist com quelcom beneficiós sobretot si 
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el punt en estudi no és diferènciable però tampoc esdevé punt critic ja que permet continuar 
avançant en la cerca de la solució sense caure en els problemes que presenten aquests 
punts; aquesta propietat també és compartida amb els gradients calculats per Spiess i 
Noriega i Florian.
Un cop ja s’ha estimat el Jacobià de l’equació 3.5, ja sigui pel mètode ID o per qualsevol de 
les seves variants (IDo o IDi), ja es pot calcular la direcció de descens segons es fa a 
l’equació 3.29. Observi’s que només es considerarà com a valors no nuls aquelles 
components de la direcció de descens que faci referència a parelles O/D amb flux o aquelles 
que tot i no tenir-ne flux, tenen tenen una direcció de descens que li aportaria flux. 
(Eq. 3.29)
Cal dir que Lundgren i Peterson modifiquen l’equació 3.29 per afegir un procés accelerador 
en el que només es considera que tenen direcció de descens negativa, que perden flux, 
aquelles parelles O/D que tenen un mínim de flux actual. D’aquesta manera s’aconsegueix 
simplificar la direcció de descens i, per tant, accelerar lleugerament el procés. Per contra, 
això pot implicar que es pot evitar explorar espais de la regió de solucions factibles en les 
que es pot trobar la solució desitjada.
Coneguda la direcció de descens, es procedeix al càlcul de quina és la longitud de passa 
màxima que es pot tolerar; és a dir, quin és el valor màxim (equació 3.30) que pot tenir el 
paràmetre alpha per assegurar que la nova solució restarà dins de l’espai de solucions 
factibles (no negativitat dels fluxos de les parelles O/D). 
(Eq. 3.30)
La cerca de la longitud de passa respon al fet de buscar quin és el valor que minimitza la 
funció objectiu (equació 3.31) actualitzant la demanda de cada parella O/D segons la seva 
direcció de descens. Lundgren i Peterson, en el seu article, decideixen usar el mètode 
d’Armijo per a trobar un valor que esdevingui adequat.
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(Eq. 3.31)
El problema d’aquest mètode per a la cerca de la longitud de passa en els problemes de 
l’estimació de les matrius O/D per aforaments és que es proven diferents valors de longitud 
de passa fins a que un acompleixi uns requisits; cada prova requereix actualitzar els valors i 
tornar a resoldre el problema de l’assignació del trànsit. Si s’estudien xarxes grans, aquest 
mètode implica molt de temps perdut en resoldre el problema del TAP per a matrius O/D que 
quedaran descartades.
Finalment, un cop trobada la longitud de passa adient es procedeix a l’actualització de la 
matriu O/D i es torna al pas 1 explicat a l’esquema general del funcionament dels algorisme 
d’estimació de les matrius seguint procediments basats en el gradient.
Cal dir que l’algorisme de Lundgren i Peterson pot funcionar com el d’Spiess si s’usa la 
mateixa funció objectiu i es calcula el Jacobià J pel mètode LC. Aquesta propietat serà 
explotada en el darrer capítol ja que permetrà realitzar alguns experiments comparant els 
resultats del programa implementat amb els que s’obtenen amb el programa comercial 
EMME.
3.2.5. Altres comentaris dels mètodes per a l’estimació de les matrius O/D a 
partir d’aforaments
Com s’ha pogut veure en els apartats anteriors, l’estructura bi-nivell i no linealitat del 
problema, complica la cerca de la solució al problema de l’estimació de les matrius O/D a 
partir d’aforaments, sinó que també és un important limitant pel que fa a l’ús de les tècniques 
de resolució més comuns.
Els autors dels procediments heurístics que s’han explicat en aquest capítol han tingut que 
suposar alguna hipòtesis per a poder superar, parcial o totalment, els diferents problemes 
que es té al problema que es tracta de resoldre, destacant-ne la dificultat de trobar el 
Jacobià de l’equació 3.5.
Per una altra banda, el fet que la direcció de descens sigui calculada a partir d’una estimació 
del gradient pot provocar que el que s’usi com a direcció de descens no ho sigui 
precisament, de manera que els algorismes presentats poden mostrar un augment del valor 
de la funció objectiu degut a l’ús d’aquesta aproximació.  
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En qualsevol cas, a priori i respecte els tres algorismes explicats, el mètode de Lundgren i 
Peterson és el que pot resoldre amb major eficiència els problemes d’estimació de les 
matrius O/D degut al càlcul més acurat del Jacobià de l’equació 3.5. Per aquest motiu i pel 
fet de que és un procediment que triant els paràmetres adientment pot funcionar quasi 
idènticament al d’Spiess, és aquest el que s’ha implementat en el present treball, ja que 
aquest suggereix una millora que facilita direccions de descens de més qualitat.
Cal dir que tots tres algorismes heurístics explicats tenen com a principal inconvenient el fet 
que només modifica el flux de les parelles O/D que tenen, com a mínim, un viatge a la matriu 
de viatges llavor. El motiu d’aquest és el Jacobià J, que com es recorda té com a dimensions 
el nombre de parelles O/D per arcs, només té files amb elements no nuls per aquelles 
parelles que tenen, com a mínim un camí i, per tant, es pot definir una successió d’arcs. Les 
parelles sense flux no requereixen cap camí, no hi ha cap successió d’arcs, de manera que 
la seva fila a la matriu complerta del Jacobià J només té zeros, impedint que existeixi cap 
gradient que permeti introduir flux. 
Observis que, pels mètodes de Noriega i Florian, i Lundgren i Peterson, en cas que si per 
evolució qualsevol parella O/D per el flux, tot i que la seva fila del Jacobià J és plena 
d’elements nuls, a l’existir la primera component amb un valor no nul, el valor s’actualitzarà.
Segons els darrers comentaris, els procediments aquí explicats poden no millorar la matriu 
O/D, per fer-la més versemblant amb la mobilitat que es pot observar a la realitat, si 
prèviament no s’ha detectat cap flux en totes les relacions que en tenen. En cas contrari, es 
pot donar que la nova matriu de viatges segueixi menyspreant alguna relació important en 
flux degut a una matriu O/D llavor no contemplava aquestes relacions. Aquest fet demostra 
que tot i que els procediments que s’expliquen aquí serveixen per a millorar les dades de 
demanda, si les dades inicials són dolentes, la capacitat de millora és més limitada.
Abans d’explicar com s’ha implementat el procediment de Lundgren i Peterson en aquest 
treball de fi de màster, cal dir que, evidentment, altres autors han plantejat altres algorismes 
heurístics per a resoldre el problema objecte d’aquest treball des d’altres perspectives i 
tàctiques. Per fer citar-ne alguns, a parts dels ja comentats com Yang et al. (1992) i Yang 
(1995), destaquen Doblas i Benitez (2005), que volen resoldre el problema mitjançant el 
mètode lagrangià augmentat, a més a més d’evitar els problemes de l’algorisme d’Spiess pel 
que fa la desfiguració de la matriu O/D. Per la seva banda Codina i Barceló (2004) proposen 
resoldre el problema mitjançant l’ús de mètodes del sotsgradient per a l’optimització no 
diferènciable.
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També cal recordar que hi ha altres comportaments que expliquen com assigna el trànsit a la 
xarxa, tots els plantejaments anteriors treballen sota la hipòtesis de l’assignació en User 
Equilibrium, però Cascetta i Postorino (2001), Maher et al. (2001) o Yang et al (2001) 
exploren la possibilitat de trobar la matriu de demanda incorporant el comportament 
estocàstic dels conductors (diferents percepcions dels costos).
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4. IMPLEMENTACIÓ DEL PROCEDIMENT DE 
LUNDGREN I PETERSON. MODIFICACIONS I 
JUSTIFICACIÓ.
Com s’ha justificat en el darrer apartat, el motiu principal de la implementació del 
procediment proposat per Lundgren i Peterson, és que aquest presenta a nivell teòric major 
robustesa, ja que usa un procediment d’estimació del gradient que, a priori, pot 
assemblar-se més al gradient. Això fa que, tot i l’augment del cost computacional que es 
requereix per calcular l’aproximació del Jacobià J i que permet aproximar el gradient, es 
preveu un cost computacional global menor degut al menor nombre d’iteracions per arribar a 
una solució que trobi un millor valor de la funció objectiu.
Malgrat el potencial d’aquest procediment, els seus autors es limiten només a justificar la 
seva proposta d’aproximació del Jacobià expressat a l’equació 3.5, sense parar massa 
atenció en la resta d’aspectes que poden afectar al rendiment del seu procediment; fins i tot, 
prenent algunes decisions que poden afectar-li negativament, com és la tria del mètode 
d’Armijo per al càlcul de la longitud de passa de l’exploració lineal.
Cal dir que els mateixos autors indiquen, en diferents parts del seu article, que aspectes com 
quin és procediment per a resoldre el problema de l’assignació del trànsit, la decisió de 
resoldre el problema de l’aproximació del Jacobià J (ja sigui resolent l’aproximació de segon 
ordre per mètodes ED o ID) o la cerca de la longitud de passa òptima, es deuen més a la 
disponibilitat de les eines adients per aquests càlculs per part dels implementadors i usuaris 
,que no pas per les limitacions del procediment d’estimació de les matrius O/D; en altres 
paraules, el procediment és modulable fent que cada mòdul que resolgui cadascuna de les 
passes anteriorment descrites i calculant la informació que necessita l’algorisme per a 
funcionar.
També cal recordar que, per una altra banda, a l’equació 3.3, la que mostra la funció general 
a minimitzar, les components d’aquesta poden ésser qualsevol funció amb un fonament 
estadístic que permeti establir una comparació entre els resultats obtinguts, ja sigui la nova 
matriu O/D o el volum de les estimacions i les observacions fetes a la realitat (matriu llavor i 
dades dels aforaments). Lundgren i Peterson, de la mateixa manera que ho fan Spiess i 
Noriega i Florian, només consideren l’opció de funcions de mínims quadrats com a 
components de la funció objectiu.
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La utilització d’altres funcions objectius no ha d’afectar a la dificultat de càlcul de 
l’aproximació del gradient ja que, com s’ha vist a l’equació 3.4b, el Jacobià J és independent 
al tipus de  funció objectiu, ja que aquest és una aproximació del comportament de 
l’assignació del trànsit (el nivell inferior). En tot cas, són les derivades explicites de les 
components respecte al flux de cada parella O/D per a la primera, i respecte al volum de 
cada arc per a la segona component, les que poden provocar alguna complicació tal i com 
es veurà en aquest capítol.
La implementació del procediment de Lundgren i Peterson en el present treball de fi de 
màster intenta aprofitar totes les possibilitats de millora que ofereix el plantejament, ja sigui 
les anomenades anteriorment (la tria de l’algorisme de resolució del TAP, l’elecció del 
procediment de càlcul de l’aproximació del Jacobià, la cerca de la longitud de la passa de 
longitud o la funció objectiu a minimitzar) o mitjançant d’altres com l’elecció del llenguatge de 
programació, l’estructura de dades o la modularització del codi. En qualsevol cas, es pretén 
que el resultat d’aquest treball esdevingui un programa força eficient per poder estimar 
matrius O/D a partir d’aforaments a xarxes de gran grandària. 
També cal dir que el procediment de Lundgren i Peterson presenta un ampli ventall de 
possibles millores explicites, que han de permetre poder aprofitar tot el potencial que ofereix 
una bona aproximació del Jacobià J. Aquestes també han estat implementades al codi, de 
manera que primerament s’explicaran i es justificaran cadascuna de les millores explicites 
plantejades per a, posteriorment, explicar l’implementació de l’algorisme de Lundgren i 
Peterson millorat.
4.1. Millores al procediment de Lundgren i Peterson
Entre les millores que s’han implementat en aquest treball, sota la tutela dels directors del 
treball de fi de màster, es poden resumir en aprofitar els procediments per al càlcul de la 
funció objectiu amb altres funcions diferents a la expressada a l’equació 3.14, al fet de no 
considerar l'existència de cap longitud de passa màxima per evitar sortir-se de l’espai de les 
solucions factibles, sinó el permetre sortir-se de l’espai de les solucions no factibles per a, 
posteriorment, realitzar una projecció sobre aquest espai i utilitzar mètodes més eficients per 
a la cerca de la longitud de passa
4.1.1. Implementació de noves funcions objectiu
Com s’ha pogut veure sobretot al llarg del capítol 2, hi ha diferents funcions que poden ésser 
útils per a mesurar la distància entre les observacions obtingudes per la lectura de les 
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estacions d’aforaments de la xarxa viària i les estimades per l’aplicació de les hipòtesis que 
resolen el TAP, o per mesurar la distància entre la matriu O/D llavor i la nova estimada. 
La utilitzada original per Lundgren i Peterson és la funció de mínims quadrats (equació 4.1a), 
però es pot aplicar alguna modificació seguint les observacions realitzades per Castillo 
(2012), en la que recomana que la funció objectiu no estigui expressada en termes absoluts 
sinò en termes relatius (equació 4.1b).
(Eq. 4.1a)
(Eq. 4.1b)
Una altra possible funció objectiu que es pot triar és la de màxima entropia condicionada 
amb informació a priori de la matriu disponible (obsoleta) (equació 4.2), la que utilitza el 
logaritme de la divisió entre els valors de la nova matriu O/D i els de la matriu llavor.
(Eq. 4.2)
De la mateixa manera, es poden plantejar funcions objectius que tinguin una component que 
correspon als criteris de màxima entropia mentre que l’altra té forma de mínims quadrats. A 
l’equació 4.3 se’n pot veure una on la component que fa referència als volums de les 
parelles O/D ha de seguir el criteri de la màxima entropia, mentre que la distància entre els 
volums als arcs estimats i els aforats a la realitat segueixen la formulació de mínims 
quadrats.
(Eq. 4.3)
Aquestes quatre funcions objectius han estat implementades a l’algorisme, de manera que 
amb una mateixa matriu de viatges inicial per a una xarxa és pot reestimar-ne els seus 
valors per diferents mètriques.
Recordant l’equació 3.4b, que és reproduïda a l’equació 4.4, es pot veure com l’ús de 
diferents funcions objectiu no ha d’afectar gaire al càlcul del gradient, ja que la única 
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complicació bé donada pel terme del Jacobià J (equació 3.5), sempre i quan les components 
de la funció objectiu tinguin derivades explicites que no siguin difícils de calcular.
(Eq. 4.4)
Es pot veure també com a les equacions 4.1a i 4.1b tenen un rang entre 0 i més infinit. Això 
vol dir que qualsevol dels valors que es trobi d’aquestes funcions objectius seran positius; 
per la seva banda, les equacions 4.2 i 4.3, a l’usar logaritmes, amplien el seu rang de valors 
teòrics a tots els nombres reals ja que el volum estimat (numerador) pot ésser inferior a 
l’observat (denominador), el que dóna un logaritme d’un número entre 0 i 1 i, per tant, és 
negatiu. Observi’s també com a les dues primeres equacions, en cas de que els valors 
estimats i els observats siguin idèntics, el valor que donen és 0; mentre que a la tercera 
equació, el valor de l’observació feta seria el negatiu, ja sigui del flux de la parella O/D com 
del volum aforat en un arc. 
Totes les funcions implementades al programa d’aquest treball de fi de màster tenen 
derivades explicites que poden ésser calculades de manera analògica. Tot i això, i com es 
pot deduir de la taula 4.1, les derivades de les components que usen logaritmes poden 
donar problemes si qualsevol dels valors, ja sigui de l’estimació del flux de qualsevol parella 
O/D i/o de l’estimació del flux a qualsevol arc, donen zero, ja que llavors l’ordinador pot 
donar un error matemàtic per intentar calcular el logaritme de 0.31
Tipus funció objectiu
F(g)
4.1a
4.1b
4.2
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31 Els problemes amb les funcions que usen logaritmes només es pot donar en el càlcul de les derivades ja que, 
la divisió que es fa en la funció objectiu, els denominadors són sempre majors a zero; en cas contrari, l’algorisme 
entén o que no hi ha flux en la parella O/D i, per tant no pot ésser reestimat, o que l’arc no té estació d’aforament.
Tipus funció objectiu
F(g)
4.3
Taula 4.1: Derivades de les components de les diferents funcions objectius explicades.  
Font: Elaboració pròpia
Cal dir que, com s’ha comentat anteriorment, el fet d’usar logaritmes a les funcions objectius, 
requereix implementar al codi una limitació extra que impedeixi que els valors dels fluxos 
estimats en les parelles O/D i en els arcs siguin propers a zero. Aquesta limitació és relati-
vament senzilla d’aplicar per als fluxos de les parelles O/D degut a que poden ésser limitats 
per la longitud de passa màxima tolerada.
En canvi, els volums dels arcs estimats poden esdevenir nuls per la resolució del problema 
de l’assignació del trànsit a la xarxa; el mateix problema pot succeir per als fluxos de les pa-
relles O/D si, usant la millora al procediment que s’explicarà a continuació, es decideix pres-
cindir d’obtenir el valor de longitud de passa màxima admesa.
Per poder solucionar els problemes que donen valors nuls als logaritmes, s’imposa, al codi, 
la següent condició (equació 4.5); la mateixa condició es té pel cas dels volums de demanda 
entre les diferents parelles Origen - Destinació. Una condició similar s’imposa per al càlcul 
de les derivades.
(Eq. 4.5)
Observi’s que amb aquesta condició, en cas de que el valor del flux sigui inferior a 0,001, el 
logaritme no dóna error i l’aportació que fa l’arc a-èssim al valor de la funció objectiu és 
pràcticament nul. S’ha de recordar que l’objectiu és minimitzar la funció objectiu i que en el 
cas de les funcions que tenen logaritmes en alguna de les seves components, el mínim pot 
ésser negatiu, a diferència de les que es basen en mínims quadrats.
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4.1.2. Ús de longituds de passa que poden donar solucions fora de l’espai de 
solucions factibles
El procediment de Lundgren i Peterson inclou, prèviament de la determinació de la longitud 
de passa adient per a realitzar l’exploració lineal de la nova solució, el càlcul de quin és el 
valor màxim que aquest ha de tenir. Aquesta limitació, que és expressada a l’equació 3.30, 
té com a objectiu evitar que l’exploració lineal surti de la regió de solucions factibles. Aquesta 
limitació es pot deduir a partir de l’equació 4.6.
(Eq. 4.6)
Usar aquesta limitació fa que només matrius O/D sempre estiguin dins d’un dels subconjunts 
convexos que poden existir, sense tenir la possibilitat d’explorar-ne d’altres que poden ésser 
els que contenen la solució que minimitza la funció objectiu triada per a guiar el procediment 
de l’algorisme.
En cas que es permeti que l’exploració lineal pugui sortir-se’n, com a mínim de manera 
provisional, fora de qualsevol subconjunt convex de solucions factibles, pot permetre fer 
avançar l’algorisme cap a la solució desitjada. A la figura 4.1 es pot veure que el cas de 
l’espai de les solucions factibles és un conjunt no convex.
Figura 4.1: Conjunt no convex que determina l’espai de solucions factibles per a un 
problema il·lustratiu. Font: Elaboració pròpia
A la figura anterior, on les corbes de nivell corresponen a un paraboloide el·liptic, es pot 
veure com la solució inicial (estrella blava) cau en un dels “braços” del conjunt no convex de 
les solucions factibles, l’algorisme que només permet moure’s per dins d’aquest conjunt 
hagués finalitzar el seu procés de cerca a l’estrella vermella. Per arribar a la solució 
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desitjada (estrella groga), o s’indica a l’algorisme que pot permetre increments del valor de la 
funció objectiu per a intentar, com fa la línia de color cian, sortir de l’estrella blava per arribar 
a l’estrella groga; o bé s’indica que, de manera provisional, pot sortir de la regió de les 
solucions factibles per a intentar arribar a l’estrella groga, com fa la línia verda.
La línia cian, tal i com s’explica a l’annex A, pot ésser obtinguda per un càlcul poc apurat de 
la direcció de descens, el qual es pot obtenir en el cas del present treball degut a la 
necessitat de l’aproximació del Jacobià J per a poder tenir, com a mínim, una direcció de 
descens que no sigui aleatòria. Un altre aspecte a tenir en compte seria si l’algorisme 
permet increments puntuals del valor de la funció objectiu o, com així ho aconsellen 
Lundgren i Peterson, parar l’algorisme tant bon punt això passi.
En qualsevol dels casos, usar la limitació de la longitud de passa màxima que proposen 
Lundgren i Peterson pot fer que la solució (estrella vermella a la figura 4.2) que es consideri 
millor encara estigui molt lluny de la que, de veritat, es vol trobar (estrella groga a la figura 
anterior).
En cas de deixar que la longitud de passa sigui la que, de veritat, minimitzi la funció objectiu 
faria que, en el cas de la figura anterior, es pogués passar directament de l’estrella blava a la 
groga.
Cal dir que, tot i que el cas explicat a la figura 4.2 sembli deixar fora de sentit la limitació que 
es proposa originalment en l’article del procediment que s’implementa en aquest treball, es 
pot donar que l’estrella groga no estigui dins de l’espai de les solucions factibles i, per tant, 
calgui realitzar una projecció d’aquesta solució cap a aquest espai; això pot implicar tornar al 
subconjunt inicial o saltar-ne cap a un altre. La projecció que l’algorisme fa en el cas de que 
després de l’exploració lineal trobi una solució no factible, és la següent:
1. Les parelles O/D que tenen flux positiu es mantenen amb el mateix flux.
2. Les parells O/D que tenen flux negatiu es projecten cap a l’espai de les solucions 
factibles imposant que tenen un flux, com a mínim, nul.
Cal dir que aquesta projecció pot fer que no s’aprofiti del tot el fet de permetre l’exploració, a 
priori, de solucions que no són permeses; es recorda que el flux de la parella O/D i-èssima 
(gi) només pot ésser nul o positiu, si el flux és negatiu, la solució és no factible. Tot i això, 
aquesta projecció permet sempre tenir una solució factible i, per tant, poder executar 
adientment l’algorisme de resolució del problema de l’assignació del trànsit a la xarxa32; cal 
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32 El programa que resol el TAP no admet parelles O/D amb flux nul o negatiu
fer esment a que hi ha la possibilitat de realitzar altres estratègies de projeccions que no han 
estat plantejades en aquest treball 
La implementació realitzada permet, tal com s’explica a l’annex C, que l’usuari trii si vol usar 
la limitació de calcular una longitud de passa màxima o no, permetent exploracions 
temporals fora de les solucions factibles. 
La decisió de no utilitzar un paràmetre alpha màxim pot fer que, si es decideix prescindir de 
la primera component de la funció objectiu (γ1 = 0), hi hagi moltes parelles O/D que es 
puguin tornar nul·les segons sigui la projecció triada, sense poder tornar a tenir un valor 
diferent, tot i que això impliqui tancar la solució que es pot trobar a un nou espai que pot 
ésser força allunyat de la solució buscada. Si es decideixi que els fluxos negatius es 
projecten com a fluxos nuls, fa que aquesta parella O/D sense flux no tingui cap camí i, per 
tant, la seva fila del Jacobià és zero i el valor del gradient per aquesta parella serà nul. Per 
evitar això s’aconsella no utilitzar aquesta millora sense la component 1 de la funció objectiu 
i/o usar projeccions que garanteixin un mínim de flux no nul.
El comportament explicat al paràgraf anterior es deu a que en cas de que en una iteració el 
volum de la parella O/D i-èssima esdevingui nul, la fila del Jacobià J és plena de valors nuls. 
Si la component 1 no és activa, el gradient que es troba és nul i, per tant, no hi ha possibilitat 
de que l’actualització aporti nou flux. Si la component 1 és activa, tot i que per part de la 
segona component el gradient és 0, no ho és pas per la primera component; això permet 
tornar a donar una quantitat de flux a la parella O/D major a zero.
No usar el valor de l’alpha màxima també evita aquells casos en els que aquest valor és tan 
petit que fa que esdevingui sempre el valor de la longitud de passa a utilitzar, fent que es 
consumeixin grans quantitats de recursos per a obtenir unes millores no significatives.
4.1.3. Cerques eficients de la longitud de passa adient a cada iteració
Finalment, la darrera millora que s’ha implementat en el codi basat en el procediment de 
Lundgren i Peterson és la decisió de buscar altres mètodes per a determinar la longitud de 
passa òptima en cada iteració. Aquest valor és dins l’interval (0, +∞], tot i que pot ésser 
limitat superiorment per un valor d’alpha màxim que eviti arribar a solucions infactibles.
Com s’ha dit anteriorment, Lundgren i Peterson proposen usar el mètode d’Armijo, que 
consisteix en anar provant els valors d’una llista coneguda de valors de les longituds de 
passa predefinits, fins a que compleixi els criteris preestablerts, com pot ésser que la 
diferència entre l’antic valor de la funció objectiu i el nou valor sigui superior a una tolerància 
prefixada.
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El principal problema d’aquest plantejament és que per a avaluar cada possible valor de la 
funció objectiu, per a una longitud de passa donada, caldria resoldre de nou el problema de 
l’assignació de trànsit; cada càlcul que resol el TAP pot requerir una gran quantitat de 
recursos, sobretot a les xarxes grans.
Com s’ha vist als mètodes d’Spiess i de Noriega i Florian, ells proposen trobar aquest valor 
mitjançant l’estudi de la funció objectiu com una aproximació quadràtica (escalada) de la 
funció objectiu al llarg de la direcció de descens. D’aquesta manera, aquests autors, en els 
seus respectius procediments, troben la longitud de passa adient que es pot veure a les 
equacions  3.10a i 3.13a respectivament.
A l’annex B s’explica com es poden obtenir aquests valors, sigui de manera directa (tal i com 
es poden tenir usant les funcions objectius 4.1a i 4.1b), o bé mitjançant la cerca de les arrels 
de la derivada pel mètode de Regula-Falsi per a les funcions 4.2 i 4.3. El motiu de l’ús 
d’aquests mètodes per a les dues darreres funcions, així com alguns comentaris respecte a 
la garantia que el valor obtingut minimitza la funció segons la segona derivada a excepció de 
l’equació 4.2, també estan explicats en aquest annex.
Aquesta millora és garantia que només calgui resoldre una única vegada el problema 
d’assignació del trànsit a la xarxa per cada iteració de l’algorisme, fet que suposa un gran 
estalvi de recursos computacionals, tot i que això suposa que s’han de resoldre altres 
problemes que també consumeixen recursos. Aquests petits augments de consum de 
recursos computacionals per a trobar el valor de la longitud de passa a usar són molt 
menors que els costos que suposen tornar a resoldre, encara que sigui només una única 
vegada més, el problema del TAP. 
Cal dir que es pot donar el cas de que el valor trobat sigui nul o negatiu, el que vol dir que la 
direcció de descens no és de descens; això es déu a les característiques de la funció 
objectiu i l’heurística usada per a l’aproximació del Jacobià J i del gradient, el que fa que es 
treballi amb una direcció de fals descens. En qualsevol cas, la implementació realitzada 
imposa que en aquests casos, s’usi un valor de longitud de passa mínim, amb l’objectiu de 
sortir-ne d’aquest punt on no s’ha pogut calcular adientment la direcció de descens; en la 
majoria dels casos, aquest fet suposa un increment del valor de la funció objectiu. 
Com s’ha anat comentant al llarg del present document, així com es pot veure a l’annex B, 
l’exploració lineal i la tria de la longitud de passa adient són dependents de la qualitat de 
l’aproximació que s’hagi fet del gradient i, com es demostrarà en els resultats de 
l’experiència computacional, depenen de l’aproximació del gradient de la funció objectiu.
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També s’implementa una cerca alternativa d’aquest valor pel mètode de les mitjanes 
successives (Method of Successives Averages - MSA); el valor de la longitud de passa és 
igual a la inversa del número de la iteració actual. Aquest mètode no consumeix quasi 
recursos però limita molt la cerca de la solució ja que tendeix a que la longitud de passa 
sigui zero.
4.2. Implementació de l’algorisme. Modularització del codi
Com s’ha comentat a la introducció d’aquest capítol, l’algorisme de Lundgren i Peterson té 
un elevat grau de llibertat en la seva implementació, ja que llevat del càlcul de l’aproximació 
del Jacobià J en el que els autors donen dues alternatives per a fer-ho resolent un 
subproblema quadràtic, la resta del procediment pot ésser resolt segons l’implementador 
vulgui o de quines eines disposa. La tria adient dels diferents mòduls i de l’estructura de 
dades que cal per a fer funcionar el procediment implementat és molt important per tenir un 
algorisme eficient.
L’elecció dels mòduls que formen el programa implementat són fonamentals pel que fa al 
rendiment que es pot obtenir; un clar exemple del que pot suposar usar un mòdul concret no 
adient és la implementació feta per Noriega i Florian. Tot i que en l’anterior apartat no s’ha 
explicat, en l’article de presentació d’aquest procediment els autors indiquen que els hi fa 
falta resoldre tres assignacions multi-classe (o d’una única classe) del trànsit, per a obtenir 
els volums dels arcs i dues per a obtenir el càlcul del gradient i de les derivades auxiliars per 
a trobar la longitud de passa adient33; no cal dir que realitzar més d’una assignació per 
iteració suposa un consum de recursos força elevat.
El problema de l’estimació de les matrius O/D ja és un problema que requereix un alt nivell 
de recursos, tot i que el sotware programat eviti totes aquestes ineficiències extres derivades 
de la modularització i del tractament de les dades entre mòduls; és per aquest motiu que la 
implementació realitzada en aquest treball de fi de màster intenta obtenir un algorisme que 
dediqui la menor quantitat de recursos.
Usant en tot l’algorisme la mateixa estructura de dades es garanteix que aquells resultats 
que són necessaris com a dades input en qualsevol altre mòdul, pugin ésser tractades 
directament sense necessitat de perdre recursos en traduccions o reinterpretacions; tot i 
aquest principi, això no sempre és possible, i en alguns casos cal preparar les dades per a 
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33  Cal dir que al llarg del present document s’ha dit que l’opció d’ús del mètode d’Armijo per a la cerca de la 
longitud de passa adient representa una ineficiència degut a la necessitat de resoldre un nombre finit de 
problemes TAP. Amb el plantejament de Noriega i Florian, s’imposa que cal sempre resoldre el problema TAP tres 
cops, el que el pot fer molt ineficient en xarxes grans
poder ésser usades; en aquests casos s’intenta que les transformacions necessàries siguin 
el més ràpides possibles.
D’acord amb la figura 3.1, que explica l’esquema funcional de qualsevol dels problemes 
bi-nivell d’estimació de les matriu O/D, l’algorisme implementat requereix de dos grans 
rutines; cadascuna ha de resoldre un dels dos nivells del problema i s’influeixen mútuament. 
A la figura 4.2 es pot veure l’esquema del funcionament del procediment implementat, que 
segueix l’estructura bi-nivell del problema.
Figura 4.2: Esquema de funcionament de l’algorisme programat; els processos en negreta 
són els que es fan a l’algorisme original cedit pel CENIT-UPC. Font: Elaboració pròpia
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4.2.1. Adaptació del codi de resolució del problema de l’assignació del trànsit a 
la xarxa
Per a realitzar la implementació del mètode de Lundgren i Peterson amb modificacions, s’ha 
aprofitat l’existència d’un algorisme per a la resolució del problema de l’assignació de trànsit 
desenvolupat pel CENIT-UPC a partir del procediment del Gap de Fukushima assumint un 
comportament del transit d’User Equilibrium [Codina, Ibañez i Barceló., 2012]. Aquest 
algorisme presenta, a priori, propietats de gran interès. La més destacada és que és un 
algorisme de resolució del TAP per camins, de manera que els resultats que dóna són els 
que requereix la resta de l’algorisme per a funcionar eficientment.
De la mateixa manera, el mòdul que desenvolupa el procediment de resolució del TAP 
abans esmentat realitza altres funcions importants pel procediment, com és la lectura dels 
arxius que descriuen la xarxa i les dades de la matriu O/D original. A l’annex D s’explica 
quina és l’estructura de dades que usa l’algorisme proporcionat pel CENIT i que, per 
extensió, és usat en tot l’algorisme.
El programari cedit pel CENIT està implementat en un únic arxiu on es realitzen totes les 
tasques per a les quals ha estat dissenyat; degut a aquesta estructura, s’ha hagut de 
reorganitzar el programari de manera pugui ésser inserit com a diferents mòduls dins del 
programa que s’implementa en aquest treball, aprofitant completament totes les rutines ja 
implementades.
• Lectura de dades i emmagatzematge (rutina llegir_dades())
• Resolució de l’assignació del trànsit a la xarxa (equilibri_fukushima())
• Impressió dels resultats en diferents arxius (escriure_resultats_assignació())
Pels propòsits originals del programa de resolució del TAP, només cal aplicar un cop 
cadascuna de les parts en que s’ha dividit el present algorisme; en canvi, i com es pot veure 
a la figura 4.1, per a l’estimació de les matrius O/D cal repetir tants cop com faci falta la 
resolució del TAP, cada vegada amb una matriu diferent obtinguda del procés d’estimació de 
la matriu O/D fins a que es satisfaci els criteris de convergència de la funció objectiu. 
En aquest treball previ, s’han modificat algunes definicions de les variables per convertir-les 
en variables globals del programa d’estimació de les matrius O/D i no com a variables locals 
del mòdul d’assignació del trànsit; com a exemple d’aquestes transformacions són les 
variables que contenen la informació sobre la xarxa o la que conté la informació sobre el 
volum que ha de portar cada camí en equilibri de la xarxa. També s’ha externalitzat a la 
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consola principal alguns paràmetres que prèviament havien d’ésser introduïts dins del codi, 
s’ha ampliat la informació de resultats de l’assignació i s’ha desat en una matriu estàtica fixa 
les dades de la matriu llavor pel càlcul de la funció objectiu.
Totes les modificacions fetes s’han fet intentat minimitzar els canvis al codi original per evitar 
possibles mal funcionaments que es podrien donar degut a aquests. En aquesta línia, els 
canvis comentats en aquest apartat han estat els indispensables per poder adaptar a 
l’estructura modular que l’algorisme a programar requereix. 
La possibilitat de poder modificar lleugerament el codi cedit té l’avantatge de que aquest no 
esdevé una capsa màgica que dóna uns resultats, de manera que es pot conèixer el 
funcionament intern i preparar adientment les estructures de dades obtingudes del procés de 
càlcul de la matriu O/D i facilitant el flux de dades entre els diferents mòduls de l’algorisme 
implementat per a l’estimació de les matrius O/D.
Els resultats del TAP s’emmagatzemen en, com s’ha comentat, una estructura que no 
només ocupa poc espai sinó que facilita el seu ús. La part més delicada està constituïda per 
l’ús d’un altre tipus d’estructura per a l’emmagatzemament dels camins òptims en assignació 
d’equilibri i els seus fluxos; això requereix la creació d’un mòdul per a solucionar aquest fet. 
A la figura 4.3 es pot veure un arbre per exemplificar com s’organitza la informació dels arcs 
i els camins. Les taules 4.2a i 4.2b són els vectors transposats Pnod i Parc per a l’origen (R) 
que contenen la informació dels camins.
Figura 4.3: Arbre de camins mínims des de l’origen R. Font: Elaboració pròpia
D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7
Pnod (R) 3 7 9 11 14 13 5
Taula 4.2a: Vector Pnod (R) per a l’arbre de la figura 4.3. Font: Elaboració pròpia
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Parc 
(R)
0 1 2 1 4 4 6 1 8 8 10 10 12 12
Taula 4.2b: Vector Parc (R) per a l’arbre de la figura 4.3. Font: Elaboració pròpia
Usant com a exemple la relació R - D7, a la taula 4.2a,es pot veure que l’arc anterior a 
arribar al node D7 és el número 5, mentre que a la taula 4.2b es pot veure la resta del camí 
mínim des de R, ja que l’arc anterior al 5 és el número 4, l’anterior al número 4 n’és l’1 i 
abans d’aquest no n’hi ha cap més perquè s’arriba al node origen (R).
A cada iteració es desa una matriu quadrada apaissada amb el nombre de centroides, 
essent cada fila el vector Pnod per a l’origen p-èssim, i una matriu de dimensions (nombre 
de centroides x nombre d’arcs) apaissada, on cada fila és el vector Parc de l’origen p-èssim. 
El fet de que a cada iteració s’emmagatzemi l’arbre de camins mínims fa que, comparant les 
diferents iteracions, es pugui trobar el mateix camí força vegades repetit, essent una font 
d’ineficiències, tan des del punt de vista de l’emmagatzematge com de la posterior utlització. 
Evidentment, en un altre vector es guarda la informació referent al volum que passa per 
cada camí.
4.2.2. Codi per a la resolució del problema de l’estimació de les matrius Origen 
- Destinació
Un cop explicat com s’ha integrat l’algorisme de resolució del problema del TAP dins del codi 
implementat, així com les petites modificacions que s’han hagut de fer per evitar possibles 
ineficiències, cal explicar els diferents procediments que guien la resolució del nivell superior 
del problema de l’estimació de les matrius Origen - Destinació a partir dels aforaments. Com 
es pot veure a la figura 4.2. la implementació feta requereix de set procediments, a més d’un 
punt de decisió (decidir si la solució ha convergit o no).
En aquest apartat es presentarà cadascun d’aquests procediments, explicant les dades input 
que requereixen, les dades output que donen i les seves estructures; a més a més, per a 
completar l’explicació es presenta, per alguns d’ells i en pseudocodi (on la indexació explica 
els diferents bucles i condicionals, a l’estil del llenguatge de programació Python), el que fa 
cada procediment. Cal dir que a l’explicació ja s’incorporen les millores de l’apartat anterior. 
L’ordre d’explicació de cadascun dels procediments és aquell amb el que són cridats un cop 
s’ha resolt el problema del TAP (figura 4.2); aquest esquema és vàlid per a qualsevol iteració 
excepte la inicial. Cal dir que tota la informació s’estructura amb l’estructura de dades que 
s’explica a l’annex D.
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1. CÀLCUL DE LA FUNCIÓ OBJECTIU: Aquest procediment necessita conèixer: el 
tipus de funció objectiu a tractar (paràmetre), la informació sobre els aforaments dels 
arcs de la xarxa (ṽ) i la matriu de viatges llavor (ĝ) (dades input), la matriu llavor usada 
a la iteració (g), que pot ésser la llavor si s’és a la primera iteració, i els fluxos estimats 
per als arcs segons la resolució del problema del TAP (v) (dada output del TAP). 
Aquest procediment mostra com a resultat el valor de la funció objectiu (un valor real). 
El pseudocodi és:
A. COMPROVACIÓ DE LA CONVERGÈNCIA: Per aquest punt de decisió es 
necessiten les toleràncies admeses per a dir que una solució ha convergit, el nombre 
d’iteracions màxims i el valor de la norma del gradient (que és calculat, en el quan es 
calcula el gradient). Aquest criteri es pot expressar com:
2. DESAR RESULTATS: Després d’haver rebutjat el resultat que ofereix la matriu 
anteriorment calculada es procedeix a emmagatzemar els resultats de la iteració 
anterior així com a comprovar si aquesta dóna el millor valor de la funció objectiu 
trobat fins al moment, per emmagatzemar-la.  
• Inicialitzar les variables F=0, F1=0, F2=0
• Càlcul de la component F1:
• Actualitzar valor F1 amb informació de la parella O/D i-èssima:
• Si és l’eq. 4.1a: F1 = F1 + (g[i] - ĝ[i])^2
• Si és l’eq. 4.1b: F1 = F1 + 1/ĝ[i] * (g[i] - ĝ[i])^2
• Si és l’eq. 4.2 o 4.3 i gi>0,001: F1=F1+g[i]·(ln(g[i]/ĝ[i])-1)
• Si és l’eq. 4.2 o 4.3 i g[i] ≤0,001: F1=F1+g[i]·(ln(0,001/ĝ[i])-1) 
• Càlcul de la component F2:
• Actualitzar valor F2 per amb la informació de l’arc a-èssim (ṽ[a] > 0):
• Si és l’eq. 4.1a: F2 = F2 + (v[a] - ṽ[a])^2
• Si és l’eq. 4.1b o 4.3: F2 = F2 + 1/ṽ[a] · (v[a] - ṽ[a])^2
• Si és l’eq. 4.2 i v[a]>0.001: F2=F2+v[a]·(ln(v[a]/ṽ[a])-1)
• Si és l’eq. 4.2 i v[a]≤0.001: F2=F2+v[a]·(ln(0.001/ṽ[a])-1)
• Càlcul de la funció objectiu:
• Si la funció objectiu és 4.1a o 4.1b: F = 0,5 * γ1 * F1 + 0,5 * γ2 * F2
• Si la funció objectiu és 4.2: F = γ1 * F1 +  γ2 * F2
• Si la funció objectiu és 4.2: F = γ1 * F1 + 0,5 * γ2 * F2
• Acabar algorisme d’estimació de les matrius O/D i imprimir el resultats si es compleix una 
de les següents condicions:
• El valor absolut de (valor F (iteració actual) - F (iteració anterior)) < valor de 
tolerància
• La norma del gradient (iteració actual) < valor de tolerància
• El nombre d’iteració actual és igual al nombre màxim d’iteracions
• En cas contrari, anar al procediment DESAR RESULTATS i actualitzar iteració (l) (l = l + 1).
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3. PREPARACIÓ DADES DE CAMINS: L’algorisme de resolució del TAP dóna com a 
resultat el volum de flux que passa per a cada camí en un format que no només ocupa 
massa espai, sinó que a més a més repeteix molta informació i fa que les consultes 
consumeixin una gran quantitat de recursos, tal com s’ha explicat anteriorment. Aquest 
procediment arregla aquests problemes seguint l’estructura de dades explicada a 
l’annex D. El codi és una modificació del que el CENIT-UPC va dissenyar per a crear 
els fitxers resultats de l’assignació.
Aquest procediment és addicional al funcionament de l’algorisme d’estimació de les 
matrius O/D, com a conseqüència de l’estructura utilitzada al problema del TAP; és per 
aquest motiu que no es considera oportú escriure el pseudocodi, ja que només és una 
reinterpretació de les dades. Cal dir que aquest mòdul genera ineficiències  al 
rendiment computacional.
4. CÀLCUL DEL JACOBIÀ: Aquest procediment és la principal aportació que fa 
Lundgren i Peterson al problema de l’estimació de les matriu O/D a partir d’aforaments. 
Al programa d’aquest treball s’implementa la cerca del Jacobià J mitjançant els 
mètodes LC (Spiess), ED, EDo i EDi. Es recorda que el present programa ha estat 
implementat sota el supòsit de matrius de costos simètrica i diagonal; és a dir, el cost 
d’un arc només depèn del flux que per ell passa.
L’estructura del Jacobià (que depèn de la parella O/D i de l’arc), que s’estructura 
segons l’ordenació que s’explica a l’annex D. Aquesta estructura és formada per un 
primer array amb totes les parelles a on s’indica a quina fila del segon array és 
emmagatzemada la informació del primer arc amb valor del jacobià no negatiu per a 
aquesta. En el segon array s’indica a quin arc es fa referència i quin és el seu valor del 
jacobià.
Al procediment cal donar-li la informació sobre els valors de les derivades dels costos 
dels arcs amb el flux estimat a l’equilibri i les relacions entre parelles O/D - camins - 
arcs, que han estat adientment interpretades al procediment anterior; a més, cal 
indicar-li quins són els valors de tolerància per considerar que la solució ha convergit i 
el nombre d’iteracions màximes a fer en cada parella O/D. El pseudocodi és:
• Guardar als vectors de resultats, a la fila l-èssima - 1 (l és la iteració), el valor trobat 
de F, F1, F2 i la norma del gradient
• Si F (iteració actual - 1) és menor a F (millor resultat), llavors:
• Millor matriu = matriu (iteració actual - 1)
• F (millor resultat) = F (iteració actual - 1)
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5. CÀLCUL DE LA DIRECCIÓ DE DESCENS: Feta l’aproximació del Jacobià J al 
procediment anterior, ja es pot estimar el gradient (sotsgradient) que permet 
determinar la direcció de descens que s’usarà (la direcció de descens és el gradient 
estimat multiplicat per -1, segons unes condicions preestablertes). Aquest procediment 
necessita conèixer el tipus de funció objectiu a tractar (paràmetre), la informació sobre 
• Per a cada parella O/D (una fila del Jacobià J):
• Inicialitzar a 0 vector de la fila i-èssima del Jacobià J (d_a)
• Determinar els camins que són usats per aquesta parella
• Calcular la proporció de flux que porta cada camí (p[k]=h[k]/g[i], 0 ≤ p[k] ≤ 1)
• Calcular la proporció de flux que porta cada arc segons els camins usats i 
escriure-ho (d_a[a])
• Punt de decisió per mètodes:
• Si es calcula per LC, escriure d_a ala fila i-èssima del Jacobià J i passar a 
la següent parella O/D
• Si es calcula per ED, EDo o EDi, fer:
• Determinar els camins que són usats per a l’estimació:
• Si és ED, tots els camins de totes les parelles O/D
• Si és EDo, tots els camins de les parelles O/D amb el mateix 
origen que la parella d’estudi
• Si és EDi, tots els camins de la parella O/D en estudi
• Inicialitzar els valor norm_wk a 0 i Posar el valor norm_wk a 0,001. 
Iteració 0.
• Si s’acompleix que norm_wk < valor de tolerància (paràmetre 1), que 
abs(norm_wk - oldnorm_wk) < valor de tolerància (paràmetre 2) o que 
iteració (l) > màxim iteracions, escriure d_a ala fila i-èssima del 
Jacobià J i passar a la següent parella O/D; sinó fer:
• Si la iteració no és 0, fer:
• Calcular y_k (y_k = -w_k) i z_a (vector on cada component 
és la suma dels y_k si l’arc a-èssim forma part del camí 
k-èssim)
• Inicialitzar valors num = 0, dem = 0 i alpha = 0
• Calcular num (num = z_a * valor de la derivada dels costos 
cada arc pel flux determinat * d_a)
• Calcular den (den = z_a * valor de la derivada dels costos 
cada arc pel flux determinat * z_a).
• Calcular alpha: alpha = num / den
• Actualitzar vector d_a: d_a = d_a + alpha * z_a
• Inicialitzar a 0 els vectors de treball mu_a, wk, sigma_k, 
sigma_av, y_k i z_a.
• Calcular mu_a per a cada arc: mu_a[a] = d_a[a] * valor derivada 
dels costos de l’arc a-èssim pel flux determinat en equilibri
• Per a cada parella O/D que els seus camins són usats per a 
l’estimació del Jacobià, fer:
• Calcular sigma_k per a cada camí de la parella i-èssima: 
sigma_k = suma de mu_a (dels mu_a dels arcs que formen el 
camí k)
• Calcular la mitjana dels valors sigma_k (sigma_av)
• Calcular wk de cada camí: wk[k] = (sigma_k[k] -    - 
sigma_av)2
• Guardar valor de la norma de la iteració anterior (oldnorm_ wk = 
norm_wk)
• Calcular la norma del vector wk per a la iteració actual 
(norm_wk)
• Actualitzar iteració: l = l + 1
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els aforaments dels arcs de la xarxa (ṽ) i la matriu de viatges llavor (ĝ) (dades input), la 
matriu llavor usada a la iteració (g), que pot ésser la llavor si s’és a la primera iteració, i 
els fluxos estimats per als arcs segons la resolució del problema del TAP (v) (dada 
output del TAP); a més a més, cal predeterminar un valor mínim dels fluxos de les 
parelles O/D a partir del que es calcula, sempre, la direcció de descens i permet 
accelerar el procés de cerca de la solució. El resultat és el vector amb la direcció de 
descens.
6. CÀLCUL DE LA LONGITUD DE PASSA: El mètode del gradient requereix 
determinar quina és la longitud del vector de descens que cal usar per apropar-se a la 
solució desitjada; per a calcular aquest valor (longitud de passa), cal saber si hi ha un 
limitant superior del valor de la longitud de la passa acceptat com a vàlida, si es vol 
trobar el millor valor o si es prefereix usar el mètode MSA, el nombre de la iteració del 
bucle principal, la direcció de descens i tota la informació requerida anteriorment. El 
primer pseudocodi fa referència al càlcul de la longitud de passa màxima mentre que 
el de la següent pàgina explica com calcular l’alpha segons el mètode i les indicacions 
de l’annex B; a la pàgina 102 hi ha el pseudocodi per calcular el valor del gradient de 
la funció objectiu (4.2 o 4.3) coneguda una longitud de passa.
• Inicialitzar a 0 els vectors UF (parelles O/D), UF1 (parelles O/D), UF2v (arcs), UF2 
(parelles O/D), R_OD_EST (parelles O/D)
• Càlcul de la component UF1:
• Actualitzar valor F1 a cada parella O/D:
• Si és l’eq. 4.1a: UF1[i] = (g[i] - ĝ[i])
• Si és l’eq. 4.1b: UF1[i] = 1/ĝ[i] * (g[i] - ĝ[i])
• Si és l’eq. 4.2 o 4.3 i g[i] >0,001: UF1[i] = ln(gi/ĝ[i])
• Si és l’eq. 4.2 o 4.3 i g[i] ≤0,001: UF1[i] = ln(0,001/ĝ[i]) 
• Càlcul de la component UF2v:
• Actualitzar valor UF2 a cada arc amb aforament (ṽ[a] > 0):
• Si és l’eq. 4.1a: UF2[a] = (v[a] - ṽ[a])
• Si és l’eq. 4.1b o 4.3: UF2[a] = 1/ṽ[a] · (v[a] - ṽ[a])
• Si és l’eq. 4.2 i v[a]>0.001: UF2[a] = ln(v[a]/ṽ[a])
• Si és l’eq. 4.2 i v[a]≤0.001: UF2[a] = ln(0.001/ṽ[a])
• Càlcul de la component UF2:
• Per a cada parella O/D:
• Per a cada arc amb aforament:
• UF2[i] = UF2[i] + Jacobià [i][a] * UF2v[a]
• Càlcul del gradient: UF = γ1 * UF1 +  γ2 * UF2
• Càlcul de la norma del gradient (norm)
• Càlcul de la direcció de descens R_OD_EST:
• Si (g[i] > valor OD mínim i UF[i] != 0) ó g[i] ≤ valor OD mínim i UF[i] < 0: 
R_OD_EST[i] = (-1) * UF[1]
• Determinar valor de longitud de passa màxima (max_alpha):
• max_alpha = +inf
• Buscar per a totes les parelles OD amb R_OD_EST[i] < 0 que doni el menor valor de 
-g[i] / R_OD_EST[i]: max_alpha = -g[i] / R_OD_EST[i]
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• Inicialitzar valor alpha = 0
• Determinar la longitud de passa adient:
• Si s’escull el mètode MSA:
• alpha = 1 / iteració principal
• Si s’escull el mètode de millor alpha (BSL):
• Inicialitzar a zero el vector rJ (arcs)
• Calcular el terme rJ:
• Per a totes les parelles OD:
• Per a tots els arcs amb aforament:
• rJ[a] = rJ[a] + Jacobià [i][a] * R_OD_EST[i]
• Calcular alpha funció objectiu:
• Si és l’eq. 4.1a o 4.1b:
• Inicialitzar valors term1=0, term2=0, term3=0, term4=0, 
num=0, den=0.
• Si l’eq. és 4.1a:
• Calcular term1 i term3:
• Per a cada arc amb aforament:
• term1 = term1 - rJ[a] * UF2v[a]
• term3 = term3 + (rJ[a])^2
• Calcular term2 i term4:
• Per a cada parella O/D:
• term2 = term2 - R_OD_EST[i] * UF1[i]
• term4 = term4 + (R_OD_EST[i])^2
• Si l’eq. és 4.2a:
• Calcular term1 i term3:
• Per a cada arc amb aforament:
• term1 = term1 - rJ[a] * UF2v[a]
• term3 = term3 + 1/ṽ[a] * (rJ[a])^2
• Calcular term2 i term4:
• Per a cada parella O/D:
• term2 = term2 - R_OD_EST[i] * UF1[i]
• term4 = term4 + 1/ĝ[i] * (R_OD_EST[i])^2
• Calcular num: num = γ2 * term1 + γ1 * term2
• Calcular dem: dem = γ2 * term3 + γ1 * term4
• Calcular alpha: alpha = num / den
• Si és l’eq. 4.2 o 4.3:
• Fer x[0] = 0 i trobar valor ∇F(g + x[0]*R_OD_EST)
• Buscar un valor x[1] > 0 i x[1] < max_alpha (si és activa) 
que compleix que: ∇F(g+x[0]*R_OD_EST) * ∇F(g+x[1]*R_OD_EST)<0
• Operar amb el pseudocodi explicat a l’annex B (regula Falsi) 
fins a que es convergeixi.
• Si hi ha la limitació de longitud de passa màxima (max_alpha):
• Si alpha > max_alpha: alpha = max_alpha
• En cas contrari, no fer res.
• Comprovar que alpha és major 0, en cas contrari: alpha = 0.001
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7. CÀLCUL DE LA NOVA MATRIU O/D: Un cop es determina la direcció de descens i 
la longitud de passa adient, només falta actualitzar la matriu O/D, la que serà usada en 
la nova iteració. Per evitar problemes a l’hora d’usar el programa que resol el problema 
del TAP, el valor mínim de les parelles O/D que inicialment tenien flux és 0,001. El 
pseudocodi del codi implementat en el present treball de fi de màster és:
8. IMPRESSIÓ RESULTATS ESTIMACIÓ MATRIU O/D: En cas de que el punt de 
decisió A decideixi que s’ha trobat una solució bona, cal escriure la millor matriu O/D 
en un fitxer .txt per a poder ésser usat per altres programes; a més a més es generen 
fitxers report amb l’evolució de l’algorisme. Cal a dir que si la matriu de la darrera 
iteració que s’ha fet no correspon a la millor matriu O/D, caldrà tornar a resoldre el 
problema del TAP amb la millor matriu per a donar informació sobre l’ús de la xarxa en 
aquest cas.
La implementació del codi d’aquestes vuit rutines s’ha fet en sis mòduls; tan aquesta 
estructura modular com la forma com s’organitzen les estructures de dades i/o el flux 
d’informació entre procediments, intenten minimitzar l’ús de recursos en operacions sense 
valor afegit, tal i com demanda la filosofia utilitzada en la creació del codi. A la taula 4.3 es 
pot veure la relació entre cada fitxer i el procediment; en acabar, el que ha de fer cada fitxer, 
es torna, de nou, al fitxer OD_estimation.cpp (excepte Write_new_OD.cpp que finalitza el 
programa). Evidentment, abans d’executar per primer cop la rutina de OD_estimation.cpp, 
cal haver resolt el TAP amb la matriu inicial (llavor)
• El càlcul de ∇F(g+x[m]*R_OD_EST) és:
• Inicialitzar term1 i term2
• Calcular term1:
• Per a cada arc amb aforament:
• Si es treballa amb eq. 4.2 i v[a] + x[m] * rJ[a] > 0,001:
• term1 = term1 + rJ[a] * ln((v[a] + x[m] * rJ[a]) / ṽ[a])
• Si es treballa amb eq. 4.2 i v[a] + x[m] * rJ[a] ≤ 0,001:
• term1 = term1 + rJ[a] * ln(0,001 / ṽ[a])
• Si es treballa amb eq. 4.3:
• term1 = term1 + rJ[a] * (v[a] - ṽ[a] + x[m] * rJ[a])
• Calcular term2:
• Per a cada parella O/D:
• Si g[i] + x[m] * R_OD_EST[i] > 0,001:
• term2 = term2 + R_OD_EST[i] * ln((g[i] + x[m] * R_OD_EST[i]) / 
/ ĝ[i])
• Si g[i] + x[m] * R_OD_EST[i] ≤ 0,001:
• term2 = term2 + R_OD_EST[i] * ln(0,001 / ĝ[i])
• càlcul de ∇F(g+x[m]*R_OD_EST): γ2 * term1 + γ1 * term2 
• Actualització de la matriu O/D:
• Si g[i] + alpha * R_OD_EST[i] > 0,001: g[i] = g[i] + alpha * R_OD_EST[i]
• Si g[i] + alpha * R_OD_EST[i] ≤ 0,001: g[i] = 0,001
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Fitxer Pseudocodi
OD_estimation.cpp (arxiu principal) Crida a OD_PATH_LINK_information.cpp
Crida a Jacobian_approach.cpp
Executa el procediment 5. CÀLCUL DE LA DIRECCIÓ DE DESCENS
Calcula longitud de passa màxima (primer pas del procediment 6)
Crida a Create_new_ODmatrix.cpp
Comprova el punt de decisió A
Executa el procediment 2. DESAR ELS RESULTATS
Crida a Write_newOD.cpp (si punt de decisió A ho demana)
OD_PATHS_LINKS_information.cpp Executa el procediment 3. PREPARACIÓ DADES DE CAMINS
Jacobian_approach.cpp Executa el procediment 4. CÀLCUL DEL JACOBIÀ
Create_new_ODmatrix.cpp Executa el procediment 6. CÀLCUL DE LA LONGITUD DE PASSA
Executa el procediment 7. CÀLCUL DE LA NOVA MATRIU O/D
Crida al codi de resolució del TAP
Crida a Cal_ObjectiveFunction.cpp
Cal_ObjectiveFunction.cpp Executa el procediment 1. CÀLCUL DE LA FUNCIÓ OBJECTIU
Write_new_OD.cpp Executa el procediment 8. IMPRESSIÓ RESULTATS ESTIMACIÓ MATRIU O/D
Taula 4.3: Correspondència entre fitxers i pseudocodi d’execució dels processos. Font: 
Elaboració pròpia
Cal afegir també que una de les primeres característiques del codi programat és que tot i 
que C++ és un llenguatge multiparadigma que permet la programació orientada a objectes, 
imperativa i genèrica, el programa per a la resolució del TAP com a l’estimació de la matriu 
O/D es pot englobar dins de la programació quasi purament imperativa; això provoca que no 
s’aprofitin característiques dels altres paradigmes admesos.
Per una altra banda, i com s’ha deixat entreveure, l’autor d’aquest treball de fi de màster no 
tenia nocions en la programació en C++, tot i que sí que coneixia altres llenguatges de 
programació com Visual Basic i MATLAB.
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5. L’EXPERIÈNCIA COMPUTACIONAL. RESULTATS 
DE L’ALGORISME PROGRAMAT
Per finalitzar el cos d’aquesta memòria, un cop s’han explicat les avantatges que es 
suposen, a priori, que presenta el procediment de Lundgren i Peterson, i s’ha mostrat com 
aquest s’ha implementat amb millores respecte al mètode original, creant un programari 
especific per a la resolució del problema de l’estimació de les matriu O/D, es procedeix a 
realitzar una sèrie de proves per validar la proposta d’aquest procediment implementat i 
comparar les seves prestacions amb el mètode clàssic d’Spiess (1990)
Aquesta experimentació que es realitza no només té com a objectiu comprovar les bondats 
del procediment implementat, les quals es pressuposen pels procediments que usa per a 
estimar els diferents passos, ni només per a resoldre algunes instàncies; sinó que, degut al 
caràcter acadèmic d’aquest document, aquest capítol també ha de servir per comprovar els 
diferents obstacles que s’han anat comentant al llarg del treball.
Per a les experiències computacionals que formen aquest capítol, es resoldran una sèrie 
d'instàncies, creades específicament per aquest apartat, sobre cadascuna de les quatre 
xarxes. A la taula 5.1 es pot veure una comparativa entre les xarxes comptant el nombre de 
nodes, arcs i parelles O/D que tenen cadascuna i que serveixen per a entendre la dificultat 
computacional que poden tenir-ne, per ambdós nivells del problema.
XARXA
NODES
(centroides)
ARCS TOTALS
(connectors)
PARELLES O/D
(amb flux inicial)
TEST 5 9 (4) 12 (4) 2
TEST 4 21 (5) 52 (9) 5
SIOUX FALLS 74 (24) 124 (48) 448
TERRASSA 1.609 (55) 3.264 (311) 2.220
Taula 5.1: Comparativa de les definicions de cadascuna de les xarxes de l'experiència 
computacional. Font: Elaboració pròpia
En aquest capítol s’explica, en primer lloc, quins són els experiments que formaran part de 
l'experiència computacional, com es crearan les instàncies i l’indicador de la qualitat dels 
resultats. Seguidament es realitzaran aquests experiments amb les instàncies generades 
per a cada xarxa.
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5.1. Experiments, instàncies, resultats i rendiments.
En aquest capítol es realitzaran, per a tenir les diferents experiències computacionals que es 
poden realitzar i comprovar la utilitat que té l’algorisme programat, dos tipus genèrics 
d'experiments:
• Un primer tipus d’experiments en el que es suposa que només es té la matriu 
obsoleta i els aforaments d’una sèrie d’arcs de la xarxa; aquest experiment és el més 
representatiu de la utilitat real d’aquest procediment.
• El segons tipus en el que es pertorba la matriu representativa i es donen els valors 
dels fluxos als arcs sota la hipòtesis d’equilibri de la xarxa; el segons tipus 
d’experiment serveix per a comprovar, sota unes situacions molt particulars, el 
potencial d’aproximació teòric de l’algorisme ja que amb les dades donades, la 
matriu estimada des de la matriu pertorbada hauria d’assemblar-se a la matriu 
original.
Les dades de les xarxes cedides pel CENIT-UPC sobre cadascuna de les xarxes només 
inclouen, a més a més de la definició de la xarxa, la informació referent als viatges entre les 
diferents parelles O/D; és per aquest motiu que cal, pel primer tipus d’experiments, crear-ne 
una sèrie d’aforaments inventats per a poder realitzar l’experiència computacional. Per a 
crear-los cal decidir quants i quins arcs de la xarxa tenen aforament i quina pertorbació 
tenen respecte a la solució en equilibri34. Pel segon tipus d’experiment els aforaments han 
d’ésser els obtinguts de la solució d’equilibri ja que la pertorbació es produeix a la matriu 
O/D llavor, donant fluxos diferents als aforats. Malgrat que es treballa amb dades fictícies, és 
bona pràctica que aquestes poguessin representar, qualitativament, una situació real.
D’acord amb el document de treball del projecte MULTITUDE35  sobre estimació de matrius 
Origen - Destinació dinàmiques, es consideren tres possibles situacions de quantitat d’arcs 
amb aforament que engloben a la majoria dels casos reals; aquests són que el 5%, el 10% o 
el 15% dels arcs tenen estació d’aforament36.
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34 Si no es pertorben, l’algorisme no podria realitzar cap  iteració ja que els valors observats correspondrien amb 
els valors estimats, situació que minimitza, per definició, totes les funcions objectiu proposades. 
35 Pàgina web del projecte MULTITUDE: http://www.multitude-project.eu/
36  Cal dir que la ubicació dels aforaments és important  però que això correspon a un altre tipus de problema a 
resoldre; en aquests qualsevol arc que no sigui connector (centroide - node), pot ser arc amb aforament. 
Per a la realització del primer tipus d’experiments, els valors dels aforaments corresponen a 
una pertorbació del flux solució del problema TAP (va), les pertorbacions recomanades en 
aquest document són:
• va*[0.9+0.2*rand()]: +/- 10% de pertorbació (el que usen Lundgren i Peterson)
• va*[0.8+0.4*rand()]: +/- 20% de pertorbació
• va*[0.7+0.6*rand()]: +/- 30% de pertorbació
Per al segon tipus d’experiments que es poden realitzar, les dades que cal pertorbar són les 
de la matriu O/D, ja que d’aquesta manera es té la matriu objectiu (que és la que dóna els 
fluxos dels aforaments, que no seran pertorbats) (ġi) i una matriu inici “observada”. La matriu 
“observada” o “obsoleta” a actualitzar es creen amb els mateixos criteris que els exposats 
pels volums dels arcs.
Els resultats que dóna cadascuna de les instàncies de l'experiència computacional poden 
ésser comparats per a intentar determinar-ne la qualitat dels mateixos, un aspectes que tot i 
ésser inclosos implícitament en la funció objectiu, aquesta no permet valorar-los adientment. 
Una de les mesures que s’usa per a comparar la qualitat dels resultats és el coeficient de 
determinació (R2) entre els fluxos estimats i els aforats (experiments del tipus 1); per 
l’experiment del tipus 2 també es calcula el coeficient de determinació entre el volum de 
cada parella O/D estimat amb el seu corresponent a la matriu O/D que es vol aconseguir37. 
També s’utilitza el Root Square Mean Error o RMSE com a un altre criteri de comparació 
entre les diferents solucions trobades; com a més petit sigui el valor trobat, millor és l'ajust 
que s’ha realitzat. La definició d’aquest indicador és l’equació 5.1a pel cas dels volums dels 
arcs aforats38 i de l’equació 5.1b pels fluxos de les parelles O/D. 
(Eq. 5.1a)
(Eq. 4.1b)
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37 La matriu que es vol aconseguir no és la matriu llavor, però aquesta darrera és la que guia la component 1 de 
la funció objectiu
38 També s’usarà el mateix indicador per als arcs de tota la xarxa, llavors el sumatori seria tots els arcs que no 
siguin connectors.
Per a comparar els resultats que dóna segons sigui la funció objectiu o el mètode de càlcul 
del Jacobià, no només es pot usar el coeficient de determinació; es pot també comparar la 
reducció percentual del valor de la funció objectiu des de la primera iteració fins a la iteració 
solució, o bé es pot calcular el valor que té la millor matriu solució obtinguda per cada 
mètode amb una funció objectiu en concret amb els valors que donaria a la resta.
També s’aprofita l’apartat actual per a poder comprovar el rendiment de l’algorisme pel que 
fa a consum de temps (recursos computacionals) per a cadascuna de les instàncies, funció 
objectiu i mètodes de càlcul de l’aproximació del Jacobià J.
5.2. Experiències computacionals
Un cop presentat com es creen les diferents instàncies que formen part de l’experiència 
computacional d’aquest treball de fi de màster, cal presentar les generalitats que s’apliquen i 
els resultats que s’han obtingut.
En primer lloc, cal dir que degut a la naturalesa d’implementació d’un algorisme, cal realitzar 
alguns treballs previs per a comprovar amb les xarxes més petites (TEST5 i TEST4), per 
exemple, la correcta implementació de l’algorisme, com és saber si aquest calcula 
correctament l’aproximació del Jacobià mitjançant l’ús del mètode ID i derivats, i resolent els 
problemes matricials que proposen els mètodes ED i derivats mitjançant MATLAB; o si els 
resultats obtinguts són semblants (amb una definició concreta de paràmetres) als que es 
poden obtenir amb el programa EMME ja que aquest conté el mòdul d’estimació de matrius 
O/D pel mètode d’Spiess. 
Aprofitant la reduïda mida d’aquestes dues xarxes, també s’aprofiten les seves respectives 
instàncies per a, de manera visual, poder veure alguns dels comentaris del comportament 
que tenen els problemes bi-nivell anteriorment explicats.
Finalment, i per les xarxes més grans (SIOUX FALLS i TERRASSA), es realitzarà l’estudi de 
com l’algorisme implementat, amb les millores fetes respecte a l’original, respon al problema 
de l’estimació de les matriu Origen - Destinació incorporant la informació de la xarxa 
d’aforaments i dels rendiments obtinguts.
Tot i que cada xarxa és diferent, hi ha una sèrie de paràmetres i funcions tipus que són 
idèntiques a totes d’elles i que són els que guien el funcionament de l’algorisme. A la taula 
5.2 es pot veure quins són aquests valors i funcions. La resta de paràmetres varien segons 
la mida de la xarxa i es defineixen al començament de l’apartat dedicat a cada xarxa.
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Paràmetre Valor o funció
Nombre màxim de camins a 
emmagatzemar per parella O/D
105
Nombre màxim d’iteracions per a 
resoldre el problema del nivell 
inferior
100
Nombre màxim d’iteracions a fer 
per a estimar una fila del Jacobià 
J
100
Valor de la tolerància relativa 
entre dos valors de la funció 
objectiu per a considerar que 
l’algorisme convergit
10-10
Valor màxim de la norma del 
s o t s g r a d i e n t p e l q u e e s 
considera que l’algorisme ha 
convergit
10-10
Valor màxim d’alpha (per defecte) ∞
Valor mínim d’alpha 0,0001
Funció cost-volum dels arcs
Taula 5.2: Paràmetres amb valors comuns de resolució a totes les instàncies.             
Font: Elaboració pròpia
Un dels valors dels paràmetres que més estrictes poden semblar és el nivell de precisió que 
es demana per a acabar el procediment iteratiu del bucle principal (Valor de la tolerància 
relativa entre dos valors de la funció objectiu per a considerar que l’algorisme convergit; i 
Valor màxim de la norma del sotsgradient pel que es considera que l’algorisme ha convergit). 
S’han triat aquests valors, precisament per intentar que l’algorisme consumeixi tots els 
recursos que disposa, el que permetrà fer un millor seguiment posterior de l’evolució del 
comportament iteració rere iteració.
A la funció cost-volum dels arcs, el temps de circulació és la divisió entre la longitud de l’arc i 
la velocitat d’aquest (que si no s’indica el contrari a la definició dels arcs, aquesta correspon 
a la velocitat tipus de la xarxa que és de 30km/h); el cost dels arcs ve expressat en minuts. 
Una excepció són les instàncies per a comprovar la correcta implementació de l’algorisme 
sobre les xarxes TEST5 i TEST4 que tenen un temps de circulació lliure per a tots els arcs 
de 3 minuts.
Procediments heurístics per l’estimació de matrius O/D a partir d’aforaments                    Treball de Fi de Màster
VOLUM 1 - MEMÒRIA                                                                                                                                           111
Màster universitari en Logística, Transport i Mobilitat
ETSEIB - ETSECCPB - UPC
Es pot veure com en totes les instàncies és dóna un valor molt petit per a considerar que la 
solució obtinguda ha convergit. Això provoca que en quasi tots els casos s’obligui a 
l’algorisme a esgotar totes les iteracions donades. Això permet que es puguin veure efectes 
oscil·lants dels valors de la funció objectiu a les darreres iteracions
Totes les experiències computacionals han estat experimentades en un ordinador iMac, amb 
processador Intel Core 2 Duo de 2,66 GHz, amb memòria RAM de 4GB 1067Mhz DDR3 i 
usant el programa propi d’Apple per a la programació d’aplicacions, l’Xcode.
Abans de començar a presentar els diferents resultats obtinguts, cal dir que en aquest 
capítol només es mostren les taules resum i les gràfiques més rellevants per a l’explicació 
dels resultats; es pot consultar altres gràfiques i taules resum dels resultats obtinguts a 
l’annex E.
5.2.1. Experiència computacional per a provar la correcta implementació de 
l’algorisme: la xarxa TEST5 i la xarxa TEST4
La xarxa TEST5 és una de les considerares xarxes de joguina i que serveixen, 
principalment, per a comprovar la correcta implementació del programa. És per aquest motiu 
que s’usa aquesta per explicar aspectes que garanteixen la correcta implementació del codi i 
que poden ajudar a acabar d'entendre els problemes que pot presentar la resolució d’aquest 
problema bi-nivell. A més, degut a que aquesta xarxa només té dos parelles O/D (les 
parelles 1-2 i la 3-4)39, permet poder realitzar gràfiques en tres dimensions de la superfície 
que genera la funció objectiu i poder, d’aquesta manera, comprovar el comportament del 
problema. A la figura 5.1 es pot veure una representació gràfica d’aquesta xarxa.
Figura 5.1: Representació esquemàtica de la xarxa TEST 5. Font: CENIT-UPC
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39 Pel comprovar si es calcula correctament el Jacobià, es va decidir incloure dues parelles O/D més per evitar 
que els mètodes IDo i IDi donessin el mateix resultat i no permetes comprovar la correcta implementació.
Els valors de diferents paràmetres que s’usen en les instàncies d’aquesta xarxa són 
mostrats a la taula 5.3. Observis com és dóna una tolerància molt petita per a considerar 
que s’ha aproximat correctament el Jacobià J. Aquest excés de tolerància es pot aplicar 
només a les xarxes més petites i ésser viable computacionalment; a més a més, aquesta 
tolerància permet comprovar que l’aproximació feta pels mètodes ID i derivats es 
corresponen amb la feta pels mètodes ED i derivats (si la tolerància fos menys estricta, les 
aproximacions serien diferents degut a que el mètode ID admetria com a vàlida una solució 
de menor qualitat).
Paràmetre Valor
Valor de congestió (multiplicador dels valors de la matriu donada) 1
Hores d’estudi 3
Valor de la tolerància relativa entre dos valors de la norma del Jacobià J per a considerar que ha 
convergit
10-10
Valor màxim de la norma del Jacobià J pel que es considera que ha convergit 10-10
Nombre màxim d’iteracions per a resoldre l’aproximació del Jacobià J 100
Valor mínim de flux per a calcular el gradient (en cas negatiu) 0
Factor de ponderació de la primera component de la funció objectiu (γ1) 1
Factor de ponderació de la segona  component de la funció objectiu (γ2) 1
Cost de tots els arcs en temps lliure de circulació 3 min
Taula 5.3: Paràmetres de les instàncies de la xarxa TEST5. Font: Elaboració pròpia
La mida d’aquesta xarxa és perfecta per a establir comparacions entre els mètodes ID, els 
ED i els seus respectius derivats; per a comprovar el comportament del problema bi-nivell i 
per a “debugar” el codi.
La comprovació de si l’algorisme realitza correctament el càlcul del Jacobià i en vista de que 
si només s’usen dos parelles O/D amb diferent origen els mètodes IDo/EDo i IDi/EDi 
calcularien exactament el mateix valors, ja que usarien exactament els mateixos camins, es 
decideix incloure un parell de parelles O/D més, la 1 - 4 i la 3 - 2.
Com bé s’ha explicat a l’apartat 3.2.4, es poden plantejar altres alternatives al càlcul de 
l’aproximació del Jacobià J més elaborades que no pas la que proposen Spiess i Noriega i 
Florian. Lundgren i Peterson proposa una aproximació de segon ordre que es resol 
mitjançant un problema quadràtic; la solució d’aquest problema es pot fer pels mètodes ID: 
trobar la solució mitjançant l’aplicació del mètode del gradient projectat o bé aplicant les 
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condicions de Karush-Kuhn-Tucker i resoldre un problema matricial (ED). Evidentment, les 
solucions d’ambdós mètodes de càlcul han d’ésser quasi idèntiques ja que són dos mètodes 
que busquen la mateixa i única solució.
També hi existeix el mètode proposat per Tobin i Friesz que ja ha estat comentat 
anteriorment, que presenta alguns petits problemes tot i que si el punt en estudi és 
diferènciable, llavors la solució que es troba per qualsevol dels tres mètodes ha d’ésser la 
mateixa, ja que l’estricta complementarietat es manté a l’equilibri. A la taula 5.4 es pot veure 
la comparació entre dels valors del Jacobià J estimat per cada mètode tenint en compte tots 
els camins, per a la 4a iteració. Les comprovacions s’han fet usant la funció 4.1a.
T5 - I 
Iter 4
OD1 (1-2) OD2 (1-4) OD3 (3-2) OD4 (3-4)
Arc LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
3 0,3160 0,3160 0,3160 0,2957 0,2957 0,2957 -0,0777 -0,0777 -0,0777 -0,0438 -0,0438 -0,0438
4 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
5 0,4967 0,4967 0,4967 0,5056 0,5056 0,5056 0,3093 0,3093 0,3093 0,3271 0,3271 0,3271
6 0,5033 0,5033 0,5033 0,4944 0,4944 0,4944 0,6907 0,6907 0,6907 0,6729 0,6729 0,6729
7 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
8 0,1873 0,1873 0,1873 0,1987 0,1987 0,1987 -0,2315 -0,2315 -0,2315 0,7168 0,7167 0,7167
9 -0,1873 -0,1873 -0,1873 -0,1987 -0,1987 -0,1987 0,2315 0,2315 0,2315 0,2833 0,2833 0,2833
10 0,1873 0,1873 0,1873 0,1987 0,1987 0,1987 0,7685 0,7685 0,7685 0,7168 0,7167 0,7167
11 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000
12 0,6840 0,6840 0,6840 -0,2957 -0,2957 -0,2957 0,0777 0,0777 0,0777 0,0438 0,0438 0,0438
Taula 5.4: Comparativa entre els diferents mètodes de l’aproximació del Jacobià segons 
com es calcula aquest, tenint en compte tots els camins de la xarxa. Font: Elaboració pròpia
Com es pot veure, per a totes les files i parelles O/D tots tres mètodes donen el mateix 
resultat, de manera que el programa ha donat els valors que la implementació, per aquesta 
iteració; per a les altres iteracions, els Jacobians calculats han estat idèntics sigui quin sigui 
el mètode triat (ID per Lundgren i Peterson (LP), ED per Tobin i Friesz o ED per 
Karush-Kuhn-Tucker (KKT)).
Les taules 5.5a i 5.5b mostren exactament el mateix comportament però si només es tenen 
en compte els camins amb un mateix origen (mètodes IDo / EDo) per a la primera taula, o 
per a la segona taula si només s’usen els camins actius de la parella O/D per a realitzar 
l’estimació del Jacobià de l’equació 3.5, els mètodes IDi / EDi. 
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T5 - I 
Iter 4
OD1 (1-2) OD2 (1-4) OD3 (3-2) OD4 (3-4)
Arc LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
3 0,4383 0,4383 0,4383 0,4258 0,4258 0,4258 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
4 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
5 0,5617 0,5617 0,5617 0,5742 0,5742 0,5742 0,2739 0,2739 0,2739 0,3065 0,3065 0,3065
6 0,4384 0,4383 0,4383 0,4258 0,4258 0,4258 0,7261 0,7261 0,7261 0,6935 0,6935 0,6935
7 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,2739 -0,2739 -0,2739 0,6935 0,6935 0,6935
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,2739 0,2739 0,2739 0,3065 0,3065 0,3065
10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,7261 0,7261 0,7261 0,6935 0,6935 0,6935
11 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000
12 0,5617 0,5617 0,5617 -0,4258 -0,4258 -0,4258 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Taula 5.5a: Comparativa entre els diferents mètodes de l’aproximació del Jacobià segons 
com es calcula aquest, pels mètodes IDo / EDo. Font: Elaboració pròpia
T5 - I 
Iter 4
OD1 (1-2) OD2 (1-4) OD3 (3-2) OD4 (3-4)
Arc LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT LP (-10) Tobin KKT
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
3 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
4 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
5 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,3122 0,3122 0,3122
6 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,6878 0,6878 0,6878
7 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,6878 0,6878 0,6878
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,3122 0,3122 0,3122
10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,6878 0,6878 0,6878
11 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Taula 5.5b: Comparativa entre els diferents mè`todes de l’aproximació del Jacobià segons 
com es calcula aquest, pels mètodes IDi / EDi. Font: Elaboració pròpia
Comprovada la bona implementació del mètode ID i derivats per al càlcul del Jacobià J, 
s’aprofita per a tornar a la matriu O/D original, la que té dues parelles O/D. L’avantatge 
d’utilitzar aquesta instància permet poder realitzar una representació en tres dimensions dels 
valors de la funció objectiu segons siguin els valors del volum de demanda de cada parella 
O/D. Per a realitzar aquesta superfície s’ha usat la funció objectiu 4.1a, amb dos arcs aforats 
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(25% de la xarxa sense comptar amb els connectors) i una pertorbació aleatòria dins del 
rang de +/-30% respecte els valors que dóna la resolució de l’assignació del trànsit usant la 
matriu llavor. Les dues components de la funció objectiu són actives (γ1 = 1 i γ2 = 1).
A la figura 5.2a es pot veure la imatge generada per MATLAB de la superfície que es genera 
usant diferents combinacions de volums de les parelles O/D. Com es pot veure, té forma 
convexa i que des d’aquesta escala de detall sembla que la superfície no només sigui 
continua sinó, a més a més, diferènciable. Si es fan dos talls transversals, un per a 
cadascuna de les dues direccions (figures 5.2b i 5.2c) com en un dels sentits, la superfície 
obtinguda té forma de paràbola mentre que l’altre té una forma semblant a una funció de 
valor absolut.
NOTA: Degut a un problema en la generació de les imatges, el valor de les abscisses de les 
tres figures següents no es correspon amb el que hauria d’ésser imprès en pantalla. Cada 
figura portarà una nota al peu de pàgina amb la informació respecte els valors que haurien 
de figurar dins de les figures. Els valors de l’eix Z (vertical) fan referència al valor de la funció 
objectiu.
Figura 5.2a: Superfície generada per la funció 4.1a. Font: Elaboració pròpia40
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40 Començant per 0, cada unitat dels eixos d’abscisses representa un increment de 500 vehicles per a la parella 
O/D que representa aquest eix.
Figura 5.2b: Tall transversal 1 de la figura anterior. Font: Elaboració pròpia41
Figura 5.2c: Tall transversal 2 de la figura 5.1a. Font: Elaboració pròpia42
Gràcies al segon tall transversal, es pot apreciar una de les principals dificultats ja 
comentades del problema de l’estimació de la matriu O/D a partir dels aforaments: 
l’existència de punts no diferènciables. En vista d’aquests gràfics es pot deduir que la solució 
es troba prop dels valors 2500 i 1500 per a cada parella O/D respectivament.
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41 A les abscisses de la figura 5.2b hauria de posar: 0, 500, 1500, 2500, 3500, 4500 i 5500
42 A les abscisses de la figura 5.2C hauria de posar: 0, 500, 1000, 1500, 2000, 2500 i 3000
Si s’apropa es decideix centrar-se en una esfera propera a aquesta regió, és a dir, fent un 
zoom cap a la regió on se sap que hi ha els valors més petits de la funció objectiu, es pot 
veure una superfície com la mostrada a la figura 5.3.
 Figura 5.3: Superfície generada per la funció 4.1a a la zona on dóna els menors valors. 
L’orientació dels eixos és la mateixa que a la figura 5.2a43 .Font: Elaboració pròpia
Com es pot veure, hi ha un mínim absolut (fletxa blava), que no és diferènciable, i una serie 
de mínims locals amb valors de la funció objectiu molt propers als que s’obté al mínim 
absoluts; aquests tampoc són diferènciables. La fletxa vermella indica a quin mínim ha 
caigut el programa implementat, usant el mètode ID per al càlcul del Jacobià J; no és el 
mínim absolut però dóna un valor de la funció objectiu molt semblant al que s’obté amb la 
millor matriu O/D.
Aquest resultat no vol dir que l’algorisme no ha realitzat bé el seu treball sinó que ha sofert 
els efectes definitoris del tipus de problema que s’està tractant. A més a més, i si es veu 
l’evolució de les iteracions, l’algorisme un cop entra a un mínim local no diferènciable, 
intenta sortir-ne però torna a caure dins, de manera que no s’atura de realitzar càlculs fins a 
que no es consumeixen el total d’iteracions a fer (per aquest motiu és necessari tenir un 
trencament del bucle de càlcul basat en costos computacionals).
La següent xarxa que s’usa per a comprovar si el càlcul del Jacobià ha estat ben 
implementat és la xarxa TEST 4, que també es pot considerar de joguina degut a la seva 
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43 Els valors dels eixos d’abscisses no són correctes, hauria de: per a l’eix de l’esquerra comença en 2577,8(0) i 
acaba en 2583,8(15) mentre el que s’obre a la dreta ha de començar a 1388,00(0) i acabar a 1394,0(15)
mida però s’aprofita el major nombre d’arcs que té la xarxa i de quantitat de parelles O/D (un 
total de 5) per a realitzar aquests experiments. A la figura 5.4 es pot veure una representació 
esquemàtica d’aquesta xarxa i a la taula 5.6 es poden veure els valors usats per a realitzar 
les comprovacions.
Figura 5.4: Representació esquemàtica de la xarxa TEST 4. Font: CENIT-UPC
Paràmetre Valor
Valor de congestió (multiplicador dels valors de la matriu donada) 1 / 20
Hores d’estudi 2
Valor de la tolerància relativa entre dos valors de la norma del Jacobià J per a considerar que ha 
convergit
10-8
Valor màxim de la norma del Jacobià J pel que es considera que ha convergit 10-8
Nombre màxim d’iteracions per a resoldre l’aproximació del Jacobià J 100
Valor mínim de flux per a calcular el gradient (en cas negatiu) 0
Factor de ponderació de la primera component de la funció objectiu (γ1) 1 / 0
Factor de ponderació de la segona  component de la funció objectiu (γ2) 1
Cost de tots els arcs en temps lliure de circulació 3 min
Taula 5.6: Paràmetres de les instàncies de la xarxa TEST4. Font: Elaboració pròpia
Pel que fa a la comprovació del càlcul del Jacobià de l’equació 3.5, mitjançant la resolució 
del problema quadràtic usant el mètode ID i derivats vers els resultats que es poden obtenir 
amb la resolució dels mètodes ED i derivats, ja sigui usant l’aproximació proposada per 
Tobin i Friesz com la que es pot obtenir d’usar les condicions de Karush-Kuhn-Tucker, donen 
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uns valors quasi idèntics; comencen a haver-hi algunes petites diferencies a partir de la vuitè 
decimal.
Cal dir que per a obtenir els resultats dels Jacobians pels mètodes ED, EDo i EDi ha calgut 
emprar la pseudoinversa de Moore-Penrose, ja que si es demanava el càlcul de la inversa 
directament, MATLAB donava un error ja que considerava que les matrius amb les que es 
treballaven eren quasi singulars. Com es pot veure, aquest problema ha aparegut en una 
xarxa molt petita. Per contra, el càlcul fet pels mètodes ID i derivats no han presentat cap 
problema, el que demostra que és un mètode força més robust.
Abans d’acabar amb les experimentacions per a comprovar que la correcta implementació 
del codi i poder fer una sèrie d’anàlisi de situacions amb xarxes de mida més grans, 
s’aprofita el fet de que la xarxa TEST4 ha estat resolta per EMME i, per tant, es pot establir 
una relació entre els resultats que s’obtenen, per a una sèrie d’instàncies, amb el mètode 
propossat per Spiess i pel que s’ha implementat.
En total s’han generat dues instàncies que permeten realitzar la comparació entre els 
resultats obtinguts pel programa comercial (EMME) i pel programa implementat. Les 
instàncies usades tenen les característiques que es poden observar a la taula 5.7.  
Instància Factor de Congestió Núm. arcs aforats Pertorbació
I 1 9 +/- 30%
II 20 9 +/- 30%
Taula 5.7: Resum de les principals característiques de les instàncies que serveixen per a 
comparar els resultats entre el software comercial i el desenvolupat en aquest treball de fi de 
màster. Font: Elaboració pròpia
La principal diferència entre la primera i la segona instància és el volum que té cada parella 
O/D, fet que també ha modificat 
Cal recordar que per a fer la comparació, l’algorisme implementat ha d’estimar els valors de 
la matriu O/D usant el mètode LC de càlcul de l’aproximació del Jacobià de l’equació 3.5, 
utilitzant l’equació 4.1a tenint la primera component desactivada (γ1  = 0) i usant la millor 
longitud de passa possible. La taula 5.8 mostra els principals valors de l’ús d’ambdós 
programes.
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Instància Proc. Valor 
funció obj.
Parella    
1 - 3
Parella    
2 - 3
Parella    
2 - 5
Parella    
4 - 5
Parella    
5 - 4
I
EMME 
(Spiess)
459,99 94,8927 290,775 186,789 184,789 183,913
LP 427,49 102,359 279,524 186,786 184,854 190,303
II
EMME 
(Spiess)
91.826,506 4908,96 3367,28 1066,96 6964,99 3751,13
LP 89.718,447 4947,75 3382,02 1257,8 6778,8 3666,65
 Taula 5.8: Comparació de resultats entre el programa EMME i el programa implementat. 
Font: Elaboració pròpia
Com es pot veure en ambdós casos, els resultats obtinguts, tan al valor de la funció objectiu 
com a cadascuna de les parelles O/D, són relativament força semblants. Les petites 
diferències que s’aprecien es deuen a l’ús d’algorismes diferents per a la resolució del TAP.
EMME usa l’algorisme link-based de Frank and Wolfe que troba la solució d’equilibri a nivell 
dels arcs però no dóna informació a nivell de camins, havent de trobar-ne alguna combinació 
que satisfaci els fluxos que ha de tenir cada arc i la igualtat de temps entre viatgers que trien 
camins diferents per a realitzar un viatge amb el mateix Origen i la mateixa Destinació.
El programa implementat usa un algorisme path-based, que troba la solució a nivell de 
camins. A més a més, s’ha demostrat que aquests tipus d’algorisme arriben a precisions 
majors en menor nombre d’iteracions, de manera que es pot considerar que la solució 
trobada per aquests mètodes és més precisa que no pas les de Frank and Wolfe.
Aquests detalls fan que les matrius d’assignacions que usa cada programa no hagin d’ésser 
exactament les mateixes, això repercuteix en l’aproximació del Jacobià de l’equació 3.5 i, 
per tant, en la direcció de descens a usar; aquests arguments expliquen les petites 
diferencies observades i permeten concloure que els resultats són, a nivell pràctic, similars.
Tots els resultats obtinguts en aquest apartat proven que l’algorisme implementat no pateix 
cap comportament anòmal, a nivell computacional i numèric, que pugui invalidar les 
experiències computacionals que es realitzen en xarxes de major mida i que ha d’esdevenir 
el principal grup de resultats obtinguts.
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5.2.2. Experiència computacional amb la xarxa SIOUX FALLS
La xarxa de SIOUX FALLS, la ciutat més poblada44 de l’estat de Dakota del Sud als EUA, és 
una de les més conegudes en els estudis del comportament del trànsit. Tot i que aquesta 
representa un important salt en la seva mida i el nombre de parelles O/D respecte a les dues 
anteriors, encara es pot considerar que es treballa amb una xarxa relativament petita. A la 
figura 5.5 es pot veure la representació esquemàtica d’aquesta xarxa.
Figura 5.5: Representació esquemàtica de la xarxa SIOUX FALLS. La xarxa usada en 
aquests experiments no és exactament la mostrada en aquesta figura. Font: ScienceDirect45
Aprofitant la mida de la xarxa, no només es resoldran els dos tipus d’experiments que es 
plantegen, sinó que també servirà per a comprovar quin és l’efecte que té una major 
demanda de qualitat de l’aproximació del Jacobià J a l’evolució del valor de la funció objectiu 
i als recursos consumits de la instància primera; també s’aprofita per conèixer els efectes de 
tenir una matriu llavor més o menys allunyada de la matriu representativa (experiment tipus 
2). Com és pot veure a la taula 5.9, els valors de qualitat oscil·laran entre 10-4 i 10-8 per 
l’experiment 1, mentre que per l’experiment 2 només s’usarà la tolerància per a l’aproximació 
del Jacobia J de 10-4.
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44 Segons els cens dels EUA, a 2010 hi vivien 153.888 habitants. 
http://factfinder2.census.gov/faces/tableservices/jsf/pages/productview.xhtml?pid=DEC_10_PL_GCTPL1.ST13&p
rodType=table
45 http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0307904X0800036X
Paràmetre Valor
Unitats de les coordenades m
Unitats de la longitud dels arcs km
Valor de congestió (multiplicador dels valors de la matriu donada) 2
Hores d’estudi 1
Valor de la tolerància relativa entre dos valors de la norma del Jacobià J per a considerar que 
ha convergit
10-4/10-6/10-8
Valor màxim de la norma del Jacobià J pel que es considera que ha convergit 10-4/10-6/10-8
Nombre màxim d’iteracions per a resoldre l’aproximació del Jacobià J 100
Valor mínim de flux per a calcular el gradient (en cas negatiu) 10
Factor de ponderació de la primera component de la funció objectiu (γ1) 1
Factor de ponderació de la segona  component de la funció objectiu (γ2) 1
Taula 5.9: Paràmetres de les instàncies de la xarxa SIOUX FALLS. Font: Elaboració pròpia
Pels experiments que es realitzaran a la xarxa de SIOUX FALLS, s’ha decidit usar les 
funcions 4.1a, 4.1b, 4.2; de la mateixa manera, s’usa la cerca de la longitud de passa òptima 
(mètode BSL) i no es deixarà que l’algorisme pugui explorar l’espai de les solucions 
infactibles, és a dir, la longitud de passa té un límit superior.
Cal dir que també es fan fer una sèrie d’experiments amb l’equació 4.3 però els resultats 
donats han estat força anòmals, entre ells es destaca que resultats que empitjoren la funció 
objectiu o longituds de passa negatives. Fent un estudi en profunditat, una de les 
explicacions d’aquest comportament és la diferència d’escala entre les dues components. Es 
per aquest motiu que s’ha decidit no incloure els resultats d’aquesta funció a l’espera de 
poder solucionar aquest comportament. 
Cal afegir que s’han realitzat diferents experiments amb diferents factors de ponderació per 
corregir aquest comportament anòmal però cap ha aconseguit resultats satisfactoris. Això 
pot ésser un nou argument per creure que el problema és el fet que unes dades estiguin en 
escala lineal i l’altra estigui en escala logarítmica. També dir que l’ús dels factors de 
ponderació per a corregir aquest comportament, en el cas d’haver-ho fet, suposa una 
perversió del significat d’aquests, ja que deixarien d’explicar només el grau de confiança que 
el tècnic té sobre les dades originals.
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5.2.2a. Experiment 1 a la xarxa de SIOUX FALLS
La instància creada pel primer tipus d’experiment suposa que hi ha 12 arcs aforats, el 
15,79% de la xarxa sense tenir en compte els connectors, i que els resultats dels valors 
aforats corresponen al tercer cas de pertorbació dels valors obtinguts a la solució d’equilibri, 
és a dir, es pertorben aleatòriament dins del rang +/- 30%. Aquesta instància, com es pot 
veure, és el cas més extrem dels que s’han comentat que es plantejaria, ja que hi ha una 
gran quantitat d’informació a afegir i, a més a més, la variació respecte la situació d’equilibri 
és força elevada.
Com es pot veure a les figura 5.6a, 5.6b i 5.6c, el mètode que millor resultats dóna, sigui 
quina sigui la funció objectiu usada i sense tenir en compte la tolerància per a l’estimació del 
Jacobià J, és el mètode ID. En qualsevol de les tres funcions objectiu s’observa com aquest 
és el que aconsegueix menys valor després de realitzar, com a molt, 100 iteracions.
Figura 5.6a: Percentatge de millora de la funció objectiu 4.1a segons mètode i tolerància per 
a la primera instància de SIOUX FALLS Font: Elaboració pròpia
Figura 5.6b: Percentatge de millora de la funció objectiu 4.1b segons mètode i tolerància 
per a la primera instància de SIOUX FALLS Font: Elaboració pròpia
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Figura 5.6c: Percentatge de millora de la funció objectiu 4.2b segons mètode i tolerància per 
a la primera instància de SIOUX FALLS Font: Elaboració pròpia
Dels resultats que s’han pogut obtenir per aquest primer experiment, és interessant a 
comentar el que es pot veure, de manera més exagerada, a la figura 5.6a. Paradoxalment, 
sembla que a mesura que es demana una aproximació del Jacobià J més acurada, això no 
aporti grans avantatges a la reducció del valor de la funció objectiu. El cas més extrem es 
pot veure en el resultat obtingut pel mètode ID, ja que es pot veure com un increment de la 
“precisió” de l’aproximació suposa tenir els pitjors resultats de qualsevol dels altres mètodes 
usats.
Aquest fet es pot deure precisament a l’excés de precisió que es vol donar a l’aproximació 
del gradient46. Com ja s’ha dit anteriorment, en aquest treball de fi de màster s’usa 
l'aproximació del Jacobià que han proposat Lundgren i Peterson; aquesta té importants 
limitacions com, per exemple, que pressuposa que no s’activarà o es deixarà s’usar cap 
camí dels que s’han trobat a la iteració en curs.
A més a més, no cal oblidar que el problema pot tenir punts no diferènciables i que no hi ha 
un únic mínim, de manera que no hi ha cap garantia de que la cerca que es realitza no 
caigui en un mínim local o entri en una regió extensa amb gradients relativament petits que 
impedeixen millores substancials del valor de la funció.
Per al cas de la funció 4.1a, i veient l’evolució del valor de la funció objectiu iteració per 
iteració usant el mètode ID amb les tres toleràncies (figura 5.7), es pot deduir que, a 
excepció de l’aproximació amb la demanda de menor precisió, les altres dues deuen haver 
0%
0,04%
0,09%
0,13%
0,17%
ID IDo IDi LC
Tol. 10^(-4) Tol. 10^(-6) Tol. 10^(-8)
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46 Aquest fet és pot assimilar al fenomen de Runge, el que diu que si s’usa per interpolar una funció polinòmica, 
hi ha un moment en que afegir un nou punt (x,y), més precisió, empitjora el resultat; és a dir, més precisió, pitjor 
resultat.
caigut, degut a la direcció de descens usada a una zona propera a un mínim local, i amb 
poca variabilitat, que ha evitat poder millorar més el valor de la funció objectiu.
Figura 5.7: Evolució del valor de la funció objectiu 4.1a, a partir de la iteració 4, pel mètode 
ID segons les toleràncies triades. Font: Elaboració pròpia
A la resta de funcions, l’increment de la precisió suposa, amb alguna excepció però sense 
quasi importància degut a la poca diferència que es pot observar, una lleugera millora del 
valor de la funció objectiu, mostrant el comportament que, a priori, s’esperava i es desitjava 
abans de realitzar l’experiència computacional amb aquesta instància. El que si es confirma 
en tots tres casos és que la cerca de la solució local és més sensible al mètode de càlcul de 
l’aproximació del Jacobià J que no pas de la precisió (sempre que s’utilitzi una precisió 
mínima).
Un altre aspecte a destacar és l’efecte que té la primera component de la funció objectiu 
sobre la cerca de la matriu que minimitza el seu valor. Com es pot veure a la taula 5.10, per 
a aquesta instància i degut a la presencia d’aquesta component, la matriu que minimitza el 
valor de la funció objectiu no és la que dóna els millors resultats del coeficient de 
determinació i RMSE entre els valors dels arcs estimats i els aforats.
NOTA: A les diferents taules resum, el valor de la columna % Millora (%) fa referència al 
percentatge de millora respecte del valor de la funció objectiu respecte al valor que s’obté si 
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la matriu usada per a calcular aquest és la matriu llavor47. Per una altra banda, si qualsevol 
de les cel·les corresponent a la columna Temps total (seg) hi ha un asterisc, es fa referència 
a que l’algorisme ha pogut sortir del bucle principal degut a que ha complert amb els criteris 
de convergència, sense necessitat de consumir totes les iteracions que s’havien destinat.
Funció Mètode Tolerància 
Jacobià
Millor 
valor de F
% Millora 
(%)
Temps 
total (seg)
R2            
dels arcs
RMSE 
(arcs)
4.1a Valors inicials 1.052e+06 0,7941 418,792
ID 10-4 1.201e+05 88,592 209,63 0,998 46,4013
IDo 10-8 1.419e+05 86,513 199,15 0,9982 43,8732
4.1b Valors inicials 408,9 0,7941 418,792
ID 10-8 243,83 40,382 526,54 0,9183 279,9361
IDo 10-8 262,42 35,837 197,65 0,9327 260,3935
4.2 Valors inicials -90712 0,7941 418,792
ID 10-8 -90865 0,16854 531,59 0,9182 278,4650
IDi 10-4 -90826 0,12525 193,97 0,9326 260,7055
Taula 5.10: Efecte de la primera component sobre la cerca de la matriu O/D representativa. 
Font: Elaboració pròpia
No cal dir que, en el cas que es decidís prescindir de la primera component, els resultats 
serien força diferents i que la matriu O/D que obtingués el menor valor de la funció també 
obtindria el menor valor de l’indicador RMSE.
A la taula anterior també es pot veure com els dos indicadors que no són dependents del 
tipus de la funció objectiu que s’usa, el coeficient de determinació i l’indicador RMSE pels 
arcs són clarament millors per als resultats obtinguts per la funció 4.1a que no pas per les 
altres dues; això vol dir que aquesta funció ha trobat una matriu solució que, a l’assignar el 
trànsit a la xarxa, dóna uns valors més semblants als obtinguts dels aforaments. Tot i això, 
aquests indicadors només fan referència a la segona component de la funció objectiu.
Una forma de poder comparar el comportament de cada funció objectiu vers les altres és 
determinar quin és el valor per a la resta de funcions objectius que dóna la matriu O/D 
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47 Observi’s que en aquest cas, tot el valor de la funció objectiu correspon a la diferència entre els flux 
estimat en els arcs aforats i el flux aforat, segona component de la funció objectiu.
estimada per a solució trobada. Per a fer aquesta comparació, s’usan les tres matrius O/D 
que tenen millors valors de la funció objectiu de cadascuna de les tres funcions usades. A la 
taula 5.11 es pot veure els resultats d’aquesta comparativa.
Resultat segons funció objectiu
4.1a 4.1b 4.2
Valor inicial 1.052e+06 408,9 -90712
M i l l o r m a t r i u 
o b t i n g u d a p e r 
funció objectiu
4.1a 1.201e+05 12397,82 -88955
4.1b 5.128e+05 243,83 -90863
4.2 5.0880e+05 242,51 -90865
Taula 5.11: Valors de les funcions objectiu amb els resultats obtinguts amb altres funcions. 
Font: Elaboració pròpia
De la taula anterior, es pot deduir que les funcions 4.1b i 4.2 obtenen uns resultats que són 
similars tot i que la 4.2 obté la millor puntuació per a les funcions 4.1b i 4.2 (Cal recordar 
que, dues solucions que tenen el mateix valor de la funció objectiu poden ésser matrius O/D 
força diferents, és a dir, el valor és el mateix però el resultat no ho ha d’ésser pas) La millor 
solució obtinguda amb la funció objectiu 4.1a només dóna el millor resultat si s’usa la seva 
funció; en canvi, aquesta solució, empitjora el resultat respecte als valors inicials si s’usen 
qualsevol de les altres dues funcions. Aquest comportament es déu al fet que l’excés 
d’ajustament que realitza aquesta funció als aforaments; tot i que s’intenta compensar 
mitjançant la presència d’una component que té en compte distància amb la matriu llavor. A 
la taula 5.12 es pot veure els valors de la component F1 per a cadascuna de les solucions 
de la taula anterior.
Resultat de la component 1 segons funció objectiu
4.1a 4.1b 4.2
M i l l o r m a t r i u 
o b t i n g u d a p e r 
funció objectiu
4.1a 107135,54 12392,47 -61235,73
4.1b 42595,92 80,43 -63304,03
4.2 43543,58 78,16 -63305,44
Taula 5.12: Valors de la primera component amb els resultats obtinguts amb altres funcions. 
Font: Elaboració pròpia
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Una altra forma de poder entendre l’efecte de la primera component de la funció objectiu és, 
com es mostra a la figura 5.8 (funció objectiu 4.1b, mètode ID i tolerància 10-4), l’evolució 
dels valors de cadascuna de les components. Com es pot veure, la segona component 
comença força allunyada i intenta apropar-se al zero (per a la funció 4.1b); per 
aconseguir-ho necessita que la primera component “empitjori” i s’allunyi de la seva posició 
inicial, la de valor nul o de correspondència perfecta entre els valors observats i estimats. La 
funció objectiu amb les dues component arriba a un punt en el que disminuir el valor d’una 
component fa augmentar-ne tant l’altra que no interessa. L’algorisme ha de fer un trade-off 
entre les dues mesures de distàncies que són presents a la funció objectiu.
Figura 5.8: Evolució dels valors de la funció objectiu (4.1a) i de les components 1 i 2 al llarg 
de les diferents iteracions realitzades usant el mètode ID d’aproximació del Jacobià J i una 
demanda de precisió de 10-4; observi’s l’efecte del trade-off que l’algorisme ha de realitzar 
per buscar la solució que minimitzi la funció objectiu. Font: Elaboració pròpia
En cas de que no hagués existit la primera component, el valor de la funció objectiu seria el 
mateix que el de la component 2 i, per tant, no hi hauria cap limitant que impedís reproduir 
perfectament, si és el cas, les observacions fetes; els efectes d’aquesta política podria donar 
una matriu O/D molt allunyada de la representativa però que compleix perfectament amb les 
observacions, és a dir, una matriu sobreestimada.
Un aspecte que pot sorprendre força és que la matriu O/D estimada per la funció 4.2 doni 
uns resultats tan semblants com l’obtinguda per la funció 4.1b però, en canvi, la millora 
respecte el valor de la funció objectiu inicial sigui quasi nul (0,17%). Com es veu a la taula 
5.13, tot i que el valor de la funció objectiu 4.2 té una escala força gran, els efectes  a la 
funció objectiu d’augmentar la diferència entre els valors estimats i els observats són molt 
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petits, això provoca que hi hagi una millora però que aquesta no es vegi reflectida al valor de 
la funció objectiu; aquest comportament es pot deure a l’aproximació d’Stirling que s’usa.
Valor Observat Valor Estimat
Valor de F segons 
4.1a
Valor de F segons 
4.1b
Valor de F segons 
4.2
1.000 500 250.000 250 -846,57
1.000 900 10.000 10 -994,82
1.000 1.000 0 0 -1.000,00
1.000 1.100 10.000 10 -995,16
1.000 1.500 250.000 250 -891,80
Valor Observat Valor Estimat
Valor de F segons 
4.1a
Valor de F segons 
4.1b
Valor de F segons 
4.2
5.000 2.500 6.250.000 1.250 -4.232,87
5.000 4.500 250.000 50 -4.974,12
5.000 5.000 0 0 -5.000,00
5.000 5.500 250.000 50 -4.975,79
5.000 7.500 6.250.000 1.250 -4.459,01
Valor Observat Valor Estimat
Valor de F segons 
4.1a
Valor de F segons 
4.1b
Valor de F segons 
4.2
10.000 5.000 25.000.000 2.500 -8.465,74
10.000 9.000 1.000.000 100 -9.948,24
10.000 10.000 0 0 -10.000,00
10.000 11.000 1.000.000 100 -9.951,59
10.000 15.000 25.000.000 2.500 -8.918,02
Taula 5.13: Comparació del comportament del valor de la funció objectiu per a diferents 
diferències entre valors observats i valors estimats. Font: Elaboració pròpia
Finalment, i aprofitant que en aquest experiment s’han fet càlculs amb diferents toleràncies i 
que la xarxa és prou gran per menysprear el temps consumit en altres operacions sense 
valor afegit, s’aprofita per a parlar dels temps de computació i l’esforç degut a l'exigència 
d’una millor aproximació (ja sigui usant mètodes de major precisió com la tolerància 
demanda). Pel que fa als temps de computació utilitzats, es pot veure a la figura 5.9 com el 
temps per a calcular l’assignació del trànsit per a les 100 iteracions és quasi el mateix (vora 
els 195 segons) per a totes les funcions objectiu: això fa que tan els mètodes IDo, IDi i LC 
tinguin, sigui quina sigui la seva demanda de precisió del Jacobià uns temps totals de càlcul 
semblants, ja que el cost del càlcul del Jacobià és, per aquesta xarxa, menyspreable; Pel 
que fa a la funció 4.1a el temps de càlcul del Jacobià representa més del 5% total.
L’augment del temps de càlcul per a cadascun dels mètodes d’estimació proposats, 
independentment de la precisió demandada, es pot estimar pel nombre de camins que s’han 
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d’estudiar en cada cas, com a molt, per trobar cada fila del Jacobià J. Si s’agafa com a 
exemple el millor resultat obtingut amb la funció 4.1a i es considera que aquest nombre de 
camins són invariables al llarg de les iteracions, es podria dir que, pel mètode ID, cal 
estudiar, com a molt, 557 camins per parella O/D, pel mètode IDo es baixa a una mitjana de 
24 camins per parella i pel mètode IDi el valor mitjà és de poc més de 1,24 camins. 
Evidentment, a major nombre de camins a estudiar, major ha d’ésser la demanda de 
recursos computacionals.
Càlcul assignació
Prep. dades
Càlcul Jacobià
Altres operacions
0
150
300
450
600
ID
 (-
4)
ID
 (-
6)
ID
 (-
8)
ID
o (
-4
)
ID
o (
-6
)
ID
o (
-8
)
ID
i (-
4)
ID
i (-
6)
ID
i (-
8) LC
Figura 5.9: Temps de càlcul (en segons) de la funció objectiu 4.1a segons mètode i 
toleràncies triades. Font: Elaboració pròpia
El mètode ID no només veu incrementat el temps total degut a les operacions de càlcul de 
Jacobià sinó que, a més a més, és molt sensible a la demanda de precisió. Per a la funció 
4.1a es pot veure com passar d’una tolerància al càlcul del Jacobià de 10-4 a 10-6 suposa 
multiplicar per 2,5 vegades el temps total; malauradament, i pel cas estudiat en aquest 
apartat, aquest increment del cost computacional no es aprofitat ja que el valor de la funció 
objectiu que s’aconsegueix no compensa.
Una altra observació que es pot fer de la figura anterior és que demanar una precisió de 10-8 
és inassumible si només es permet el màxim de 100 iteracions usat per aquesta xarxa; 
degut a que l’increment de costos temporals entre les toleràncies 10-6 i 10-8 és relativament 
petit, es pot deduir que el Jacobià ID (10-8) ha deixat d’ésser calculat per consumir el nombre 
màxim d’iteracions més que no pas per satisfer els criteris de qualitat exigits.
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Un darrer fet a destacar és que la funció 4.1a és la que necessita menys iteracions, com a 
norma general, per arribar al valor mínim de la funció objectiu dins de les 100 primeres 
iteracions; quasi totes les millors solucions de la funció 4.1a es troben abans de la iteració 
50, mentre que les altres dues funcions ho fan passat aquest valor.
Cal dir que, en la majoria dels casos, es pot veure com a les darreres iteracions l’algorisme 
té un comportament oscil·latori; això, per a una banda pot fer que no es compleixin les 
condicions de trencament del bucle per toleràncies48  i, per un altre, que el que de veritat 
s’estigui fent és anar d’un punt solució a un altre i tornar (això pot passar si, per exemple, el 
mínim local on s’ha caigut, és no diferènciable). 
5.2.2b. Experiment 2 a la xarxa de SIOUX FALLS
Pel segon tipus d’experiments que es realitzarà amb la xarxa de SIOUX FALLS es creen tres 
instàncies diferents, en que cadascuna pertorba aleatòriament la matriu O/D llavor usada en 
l’anterior experiment dins dels rangs de +/- 10%, +/- 20% i +/- 30% respectivament. Com a 
dades dels aforaments, s’ha triat aleatòriament 12 arcs (15,79% del total) i es considera que 
el valor aforat és el mateix que el que s’obté realitzant l’assignació del trànsit de la matriu 
llavor usada a l’experiment anterior. 
En aquest experiment es coneix la matriu representativa (matriu desitjada) i la totalitat dels 
fluxos (tot i que només es dona a l’algorisme una petita proporció d’aquesta informació); es 
per això que es busca comparar com els diferents mètodes i les diferents funcions objectiu 
implementades s’aproximen cap a aquesta matriu segons sigui la qualitat de la matriu llavor 
usada, la que guia el procés de millora. En aquest cas la comparació entre els mètodes és 
relativament més senzilla ja que els valors del coeficient de determinació i RMSE que 
interessen es determinen entre la matriu representativa (la usada a l’experiment 1 en aquest 
cas) i la matriu resultat de cada mètode.
Cal recordar que, per aquests experiments, s’ha decidit només usar una demanda de 
precisió de l’aproximació del Jacobià J de 10-4; això ha estat motivat, en part, pels resultats 
obtinguts a l’anterior experiment i al fet que no es considerava adient demanar un augment 
de la demanda de recursos computacionals que s’exigeix als càlculs amb el mètode ID amb 
precisions força elevades.
Pel primer cas, el que usa la matriu O/D amb una pertorbació aleatòria del +/-10%, el que vol 
dir que la matriu que s’usa com a llavor és relativament propera a la matriu representativa 
que es vol trobar. Com es pot observar a la taula 5.14, la solució que dóna el millor resultat 
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48 La tolerància de la norma del gradient fa referència a l’aproximació que s’ha fet d’aquest.
de les respectives funcions objectius no ha d’ésser precisament la que més semblança té a 
la matriu representativa
Funció Mètode Millor 
valor F
 Millora   
(%)
T. total 
(seg)
R2  par. 
O/D
RMSE 
(p. O/D)
RMSE  
(a. af)
RMSE 
(arcs)
Valor inicial 0,9962 18,9481 0,9976 52,4076
4.1a ID 1912 88,397 206,93 0,9963 18,6147 6,3890 45,2450
IDo 2507 84,785 163,78* 0,9963 18,6106 8,3104 44,9965
IDi 2969,6 81,98 167,04* 0,9962 18,6620 11,5316 44,8797
4.1b ID 3,202 38,561 209,27 0,9965 18,0632 32,7819 48,3346
IDo 3,4389 34,016 196,46 0,9965 18,0447 32,3158 48,7110
IDi 3,4492 33,818 196,05 0,9965 18,0920 32,0688 48,3923
4.2 ID -1.01e5 0,001971 102,21* 0,9964 18,1957 33,8436 49,0941
IDi -1.01e5 0,001705 88,121* 0,9965 18,0770 31,8583 48,2915
LC -1.01e5 0,001667 96,108* 0,9964 18,1626 31,7631 48,5547
Taula 5.14: Comparativa per funcions entre el mètode que el millor resultat de la matriu O/D 
i els millors resultats dels indicadors de proximitat amb la matriu representativa i els millors 
resultats dels indicadors dels arcs. Font: Elaboració pròpia
Tot i que en cap de les tres funcions objectiu, la matriu O/D estimada que dóna el millor 
resultat de la funció objectiu és la que major aproximació té respecte a la matriu 
representativa, si que es pot veure com els seus resultats de l’indicador RMSE per les 
parelles O/D són molt propers amb els millors. És a dir, en el cas de les funcions 4.1a i 4.1b, 
la diferència de l’indicador RMSE és menor a una centèsima, mentre que per a la funció 4.2 
és una mica major a una dècima. Una anàlisi similar és pot fer amb els arcs aforats on, fins i 
tot, pel cas de l’equació 4.1a, el millor ajustament és la solució donada pel mètode ID. 
Per una altra banda, es pot veure com la solució obtinguda per la funció objectiu 4.1a és la 
que més aproxima els fluxos estimats amb els aforats, sigui quin sigui el mètode usat. Si es 
calcula l’indicador RMSE per a tots els arcs de la xarxa, sense incloure els connectors, els 
millors resultats són oferts per aquesta funció objectiu també. Aquest indicador només es pot 
calcular en aquest experiment ja que es coneix quin han d’ésser els resultats que ha de 
trobar l’algorisme.
L’indicador RMSE per les parelles O/D de les diferents solucions que ha donat cada funció 
objectiu és força semblant per a tots els casos, destacant el fet que els resultats de la funció 
Procediments heurístics per l’estimació de matrius O/D a partir d’aforaments                    Treball de Fi de Màster
VOLUM 1 - MEMÒRIA                                                                                                                                           133
Màster universitari en Logística, Transport i Mobilitat
ETSEIB - ETSECCPB - UPC
4.1a són lleugerament els pitjors i que els de les funcions 4.1b i 4.2 són força semblants. Tot 
i això, totes tres funcions s’apropen a la matriu O/D representativa com indica la reducció de 
l’indicador RMSE respecte el valor inicial.49
De la mateixa manera es procedeix a l’anàlisi de les altres dues instàncies creades per 
aquest experiment, on cadascuna parteix de valor més allunyats de la matriu O/D 
representativa o que s’espera que el programa implementat pugui trobar. A les taules 5.15a i 
5.15b es poden veure els resultats per a les dues instàncies restants. 
Funció Mètode Millor 
valor F
 Millora   
(%)
T. total 
(seg)
R2  par. 
O/D
RMSE 
(p. O/D)
RMSE  
(a. af)
RMSE 
(arcs)
Valor inicial 0,9832 38,1774 0,9922 101,295
4.1a ID 7522,5 87,781 207,97 0,9836 37,6783 13,2427 87,6908
4.1b ID 13,41 40,479 209,11 0,9840 37,2091 67,3520 86,3610
4.2 ID -1.00e5 0,008745 147,3* 0,9840 37,1890 67,4993 86,2867
Taula 5.15a: Comparativa per funcions entre el mètode que dóna el millor resultat de la 
matriu O/D, els millors resultats dels indicadors de proximitat amb la matriu representativa i 
els millors resultats dels indicadors dels arcs. Instància amb matriu pertorbada +/-20%.      
Font: Elaboració pròpia
Funció Mètode Millor 
valor F
 Millora   
(%)
T. total 
(seg)
R2  par. 
O/D
RMSE 
(p. O/D)
RMSE  
(a. af)
RMSE 
(arcs)
Valor inicial 0,9575 60,3315 0,9679 182,2601
4.1a ID 25386 87,263 208,7 0,9586 59,4826 25,0922 151,6840
4.1b ID 50,344 28,346 209,54 0,962 57,0574 157,0582 164,789
IDi 59,447 15,389 195,56 0,9607 57,9850 144,5668 171,813
4.2 ID -99042 0,018818 128,92* 0,9619 57,1014 138,3687 164,780
Taula 5.15b: Comparativa per funcions entre el mètode que dóna el millor resultat de la 
matriu O/D, els millors resultats dels indicadors de proximitat amb la matriu representativa i 
els millors resultats dels indicadors dels arcs. Instància amb matriu pertorbada +/-30%.      
Font: Elaboració pròpia
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49  Tot i això la reducció és petita,  això es déu a que la matriu llavor és relativament propera a la matriu 
representativa.
Els resultats que s’han obtingut en aquestes dues instàncies mostren com la solució que 
minimitza la funció objectiu és la que obté els millors indicadors respecte a la matriu 
representativa. A més a més, i de la mateixa manera com s’ha observat a la primera de les 
instàncies, les funcions 4.1b i 4.2 semblen donar valors que s’aproximen més a la matriu 
O/D representativa que no pas la funció 4.1a, però aquesta, en canvi, ofereix els millors 
resultats en l’aproximació dels aforaments amb els fluxos estimats.
Si s’observa els valors de l’indicador RMSE que s’obté de la comparació dels valors que 
s’haurien d’haver trobat a tots els arcs de la xarxa amb els trobats, els resultats són menys 
clars. Aquest fet es pot interpretar com un fenomen derivat de la no existència en la unicitat 
de les solucions del TAP a nivell de camins. Tot i això, totes tres funcions objectiu milloren 
els resultats respecte a la situació inicial.
En aquest punt, es pot dir que s’ha experimentat un dels principals obstacles d’aquest 
problema: l’alt grau d’indeterminació. La funció 4.1a ajusta força bé els resultats als arcs 
aforats però en canvi dóna una aproximació pitjor a la matriu O/D representativa; mentre que 
per la seva banda, les altres dues funcions usades semblen apropar-se més a la matriu 
objectiu però la combinació triada no aconsegueix acabar d’incorporar la informació dels 
arcs aforats; a més a més, i com s’ha comentat anteriorment, el model és sensible a la 
quantitat d’informació que cal introduir i a quins són els arcs aforats. 
En qualsevol dels casos, tots els indicadors usats indiquen que la matriu solució trobada per 
a cada mètode sembla ésser més semblant a la representativa que no pas la matriu 
pertorbada usada com a matriu llavor; els indicadors només han sofert una lleugera millora.
Abans de passar a explicar els experiments que es realitzen sobre la xarxa TERRASSA, cal 
fer un darrer comentari amb les dades de l’experiment 2 de la xarxa SIOUX FALLS. Com es 
pot veure, hi ha molts resultats que en la seva columna de Temps total de les darreres 
taules, tenen un asterisc; això significa que el programa ha acabat abans de consumir totes 
les iteracions possibles. Aquest fet no és quelcom negatiu, sinó que significa que l’algorisme 
ha arribat a un punt en que es compleix les condicions de convergència imposades i, per 
tant, ha caigut en un punt òptim.
El trencament es pot deure a que els valors de la funció objectiu entre les dues darreres 
iteracions són molt propers o pel fet que la norma del sotsgradient és molt propera a 0. Els 
casos que s’han produït en aquests experiments es deuen a la proximitat dels valors entre 
les solucions de dos iteracions consecutives.
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5.2.3. Experiència computacional amb la xarxa TERRASSA
La darrera de les xarxes amb la que s’experimenta és la xarxa d’una ciutat catalana de mida 
mitjana com és Terrassa; aquesta ciutat és co-capital de la comarca del Vallès Occidental i té 
una població de 215.618 hab. segons el padró de l’any 2012.
Com es pot veure a la taula 5.1, aquesta és la xarxa més gran amb la que es treballarà en 
aquest treball de fi de màster; en comparació amb la xarxa de SIOUX FALLS, TERRASSA té 
26 vegades més nombre d’arcs i quasi 5 vegades més parelles O/D.
Evidentment aquesta mida afectarà a la necessitat de recursos computacionals a consumir, 
ja sigui en l’etapa de l’assignació del trànsit com en les aproximacions del Jacobià J segons 
el mètode que es triï. A més a més, una altra complicació que se li afegeix és que, tot i que 
només afecta a la resolució del TAP, és que, a diferència de la resta d’experiments realitats 
fins el moment, aquesta xarxa té interseccions prohibides o amb penalitzacions.
Amb aquesta xarxa, a més de experimentar el comportament de l’algorisme i del programa 
implementat, s’estudiarà quina millora suposa el permetre trobar, de manera provisional, 
solucions que no siguin factibles per a, immediatament, projectar-les cap a alguna regió de 
solucions factibles. Dit d’una altra manera, les instàncies seran resoltes tenint en compte 
l'existència d’una longitud de passa màxima o no. Els altres paràmetres que s’usaran en la 
resolució de les instàncies creades per aquest problema es poden veure a la taula 5.16.
Paràmetre Valor
Unitats de les coordenades m
Unitats de la longitud dels arcs km
Valor de congestió (multiplicador dels valors de la matriu donada) 1.5
Hores d’estudi 0.5
Valor de la tolerància relativa entre dos valors de la norma del Jacobià J per a considerar que 
ha convergit
10-4
Valor màxim de la norma del Jacobià J pel que es considera que ha convergit 10-4
Nombre màxim d’iteracions per a resoldre l’aproximació del Jacobià J 50
Valor mínim de flux per a calcular el gradient (en cas negatiu) 10
Factor de ponderació de la primera component de la funció objectiu (γ1) 1
Factor de ponderació de la segona  component de la funció objectiu (γ2) 1
Taula 5.16: Paràmetres de les instàncies de la xarxa TERRASSA. Font: Elaboració pròpia
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Un dels valors dels paràmetres que potser sobten és la decisió d’utilitzar un valor d’hores 
d’estudi de només 0,5. Tot i que el nom genèric d’aquest paràmetre indiqui que són hores, 
en realitat fa referència a unitats de temps d’estudi; en el cas de la xarxa TERRASSA, les 
dades de definició dels arcs de la xarxa semblen estar expressades en dies, de manera que 
en realitat el temps d’estudi les instàncies en aquestes xarxes són 12 hores.
Per als experiments de la xarxa de Terrassa només s’usarà la funció objectiu tipus 4.1a. Els 
motius de no explorar les possibles solucions que ofereixen la resta de funcions objectius 
implementades són, primerament, el fet que la resolució del problema en la xarxa de 
TERRASSA requereix quantitats molt elevades de recursos computacionals (temps), motiu 
que ha obligat també a disposar de menys iteracions per acabar el funcionament del 
programa implementat i, finalment, perquè aquesta funció objectiu és la que proposa 
Lundgren i Peterson en la presentació del seu algorisme; un darrer motiu és el fet de que en 
els anteriors apartats quasi sempre ha trobat el millor valor de la funció objectiu abans de la 
iteració número 50.
5.2.3a. Experiment 1 a la xarxa de TERRASSA
La instància que servirà per a realitzar el primer tipus d’experiments en la xarxa TERRASSA 
suposa que hi ha un total de 288 arcs amb aforaments, el que significa el 9,75% de la xarxa. 
Els valors de que s’introdueixen com a flux aforat han estat creats amb una pertorbació 
aleatòria dins del rang +/- 30% del flux que s’obté de resoldre el problema del TAP amb la 
matriu llavor que s’usa.
Com es pot veure a la figura 5.10, el mètode que genera una millora més important del valor 
de la funció objectiu respecte a la situació inicial és l’ID, ja sigui tenint en compte el valor 
màxim de la longitud de passa per no sortir-se de l’espai de les solucions factibles, com si es 
decideix prescindir d’aquest.
Les solucions usant la limitació superior del valor alpha fa que, per aquesta instància, les 
solucions obtingudes pels mètodes IDo, IDi i LC tinguin pràcticament el mateix valor de la 
funció objectiu. En canvi, el deixar que l’algorisme pugui trobar solucions no factibles, de 
manera temporal, no només suposa una millora del valor de la funció objectiu respecte a la 
millor solució trobada si s’usa el terme alpha màxima per a tots els mètodes d’aproximació 
del Jacobià de l’equació 3.5, sinó que produeix una millora important del resultat a mesura 
que s’usen mètodes per l’aproximació del Jacobià J més acurats.
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Figura 5.10: Percentatge de millora de la funció objectiu 4.1a segons mètode i ús o no de la 
longitud de passa màxima per a la primera instància de TERRASSA Font: Elaboració pròpia
Si es dibuixa un gràfic amb la millora de l’indicador RMSE dels arcs aforats (figura 5.11) es 
pot veure un comportament similar de millora dels resultats si es decideix no usar la limitació 
de la longitud de passa. Agafant aquest indicador, el millor resultat torna ha ésser el que 
s’obté amb el mètode d’aproximació del Jacobià J ID sense tenir en compte la longitud de 
passa màxima.
Figura 5.11: Percentatge de millora de l’indicador RMSE pels arcs aforats respecte al valor 
inicial (1902,69) segons mètode per a la primera instància de TERRASSA Font: Elaboració 
pròpia
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Cal recordar que l’indicador RMSE pels arcs aforats incorpora el valor de la segona 
component de la funció objectiu 4.1a, la que s’usa en aquest apartat, i existeix una proporció 
directa entre aquests dos valor. Tenint en compte això, podria sobtar que hi ha resultats amb 
un RMSE pitjor però que el seu valor de la funció objectiu és clarament millor. 
Agafant com exemple el cas del resultat obtingut pel mètode LC sense alpha màxima en 
comparació als resultats obtinguts pels mètodes IDo i IDi, el que indica aquesta aparent 
contrarietat en els resultats és: que mentre les solucions dels mètodes IDo i IDi queden 
relativament properes a la matriu llavor i no tant dels arcs aforats, el resultat del mètode LC 
és força més llunyà als valors de la matriu llavor tot i que s’aproxima més als valors dels arcs 
aforats. En conseqüència, es pot dir que les solucions IDo i IDi són millors que no pas la LC 
tot i que les seves aproximacions als fluxos aforats no són tant bones, ja que troben una 
solució de compromís entre la distància entre els arcs aforats i el flux estimat i entre els 
volums de demanda estimats amb els observats a la matriu llavor.
Sobre el rendiment computacional observat de l’algorisme per a la resolució d’aquesta 
instància cal dir que el fet d’usar la longitud de passa màxima o no, no ha suposat cap 
increment dels recursos consumits, tenint un comportament igual que l’esperat. Per a tots 
els mètodes, no només els temps de càlcul que s’han necessitat per a realitzar les 50 
iteracions són semblants en ambdós casos (alpha màxima sí o no) sinó que la distribució de 
recursos en tasques (càlcul del Jacobià, càlcul de l’assignació...) és semblant. Per a les 
solucions que usen el mètode ID el temps de càlcul de l’assignació del trànsit és del 83% 
mentre que per a la resta de mètodes és del 98%.
Tot i això, i com s’ha observat a la xarxa de SIOUX FALLS, usar el mètode ID suposa 
incrementar prop d’un 20% el temps de càlcul respecte als altres mètodes. Per aquesta 
instància, i amb el limitant de 50 iteracions màxim, el temps de càlcul total que requereix el 
mètode ID és de 1.285 a 1.328 segons mentre que per a la resta de mètodes el temps mig 
és de 1.075 segons.
Sobre l’evolució del valor de la funció al llarg de les iteracions que han calgut fer per a 
resoldre aquesta instància, es pot veure que el resultat obtingut pel mètode ID és quasi 
sempre el que dóna el valor més baix, fent que la resta de funcions triguin algunes iteracions 
més en arribar a aquest, si hi arriben. A la figura 5.12 es pot veure l’evolució dels diferents 
mètodes sense tenir en compte el valor de la funció objectiu.
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Figura 5.12: Evolució del valor de la funció objectiu segons el mètode i sense usar el valor 
de la longitud de passa màxima a la xarxa TERRASSA per a l’experiment 1.               
Font: Elaboració pròpia
Finalment, i abans d’explicar els principals resultats obtinguts a l’experiment 2 amb la xarxa 
TERRASSA, com es pot veure a la figura 5.13 (comparació de l’evolució del valor de la 
funció objectiu per iteració usant el mètode ID), no usar el valor de la longitud de passa 
màxima com a limitant és un accelerant del procés ja que permet arribar a solucions millors 
abans que no pas si s’utilitza el limitant de la longitud de passa. Per als altres 3 mètodes de 
càlcul de l’aproximació del Jacobià J, es dibuixa una gràfica semblant.
Figura 5.13: Evolució del valor de la funció objectiu pel mètode ID segons si s’usa o no el 
valor de la longitud de passa màxima a la xarxa TERRASSA per a l’experiment 1.          
Font: Elaboració pròpia
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5.2.3b. Experiment 2 a la xarxa de TERRASSA
El darrer experiment que serveix per a completar l’experiència computacional que es realitza 
en aquest treball de fi de màster, estudiarà com el programa implementat intenta aproximar 
una matriu llavor cap a la matriu representativa (en aquest cas coneguda). Per a la xarxa 
TERRASSA es treballa amb una matriu llavor que els seus valors són una pertorbació 
aleatòria de la matriu O/D representativa dins del rang de +/-20%. A més es considera que hi 
ha 281 arcs aforats, el que representa el 9,52% del total de la xarxa; la selecció de la 
ubicació d’aquests ha estat, com a la resta dels experiments realitzats, aleatòria i els seus 
valors corresponen al flux que s’obté com a solució de resoldre el problema de l’assignació 
de trànsit de la matriu de viatges representativa.
Com es pot veure a la figura 5.14, el comportament de l’algorisme en aquest apartat és el 
que, a priori, s’esperaria sempre, ja que a mesura que s’incrementa la qualitat de 
l’aproximació del Jacobià J, en aquest cas per la selecció del tipus de mètode que realitza 
aquesta aproximació, els resultats obtinguts són, d’acord amb el criteri de la funció objectiu 
usada, millors.
Figura 5.14: Percentatge de millora de la funció objectiu 4.1a segons mètode i ús o no de la 
longitud de passa màxima per a la segona instància de TERRASSA Font: Elaboració pròpia
Una altra característica que es pot deduir de la gràfica anterior és el fet que, de la mateixa 
manera que ha passat amb la instància de l’experiment anterior, el permetre a l’algorisme 
trobar solucions no factibles per a projectar-les a la regió factible, permet saltar-se les 
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limitacions de contorn i millorar, sense cap cost computacional addicional com es veurà al 
final d’aquest capítol, el valor de la funció objectiu.
Per aquests experiments també es disposa d’informació sobre la distància a la que el 
resultat s’ha quedat de la matriu que s’havia de trobar i dels fluxos que haurien d’ésser 
observats a tota la xarxa, incloent els arcs que han estat usats per a incorporar la informació 
a la matriu. 
Observant els resultats de la distància entre la matriu O/D estimada i la matriu O/D 
representativa (figura 5.15), es pot veure com els mètodes ID i IDo, els dos que millor valors 
de la funció objectiu han donat, són els que més s’apropen a aquesta, amb una reducció del 
valor del RMSE de més del 12% respecte a la matriu llavor usada.
Pel que fa a la distància entre el flux dels arcs aforats, el total de la xarxa i el flux estimat 
amb la nova matriu de viatges, el resultat és força similar al que s’ha obtingut amb l’indicador 
RMSE de les parelles O/D (figura 5.16).
Figura 5.15: Percentatge de millora del valor RMSE per a les parelles O/D segons mètode i 
ús o no de la longitud de passa màxima per a la segona instància de TERRASSA.          
Font: Elaboració pròpia
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Figura 5.16: Percentatge de millora del valor RMSE pels arcs aforats i per a tota la xarxa 
segons mètode i ús o no de la longitud de passa màxima per a la segona instància de 
TERRASSA. Font: Elaboració pròpia
Aparentment pot semblar contradictori que sigui el mètode IDo el que aconsegueix una 
solució que s’aproxima més tan a la matriu representativa com als fluxos de tota la xarxa; 
això és degut a la importància de la primera component, la que inclou la matriu llavor 
pertorbada, i al fet de que el mètode ID és el mètode que, a priori, obté unes aproximacions 
més precises del gradient. Tot i això, els resultats entre les solucions d’ambdós mètodes són, 
a nivell de valor de la funció objectiu i dels diferents RMSE calculats, força semblants.
Sobre els temps que s’ha necessitat per a completar les 50 iteracions es pot dir que, tal com 
es veu a la figura 5.17, i com ha passat en tots els experiments anteriors, el temps absolut 
per a resoldre el TAP és similar per a tots els mètodes; a més a més no s’aprecia com 
increment o decrement que pugui ésser atribuït a l’ús o no del valor de la longitud de passa 
màxima.
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Figura 5.17: Temps de càlcul (en segons) segons mètode d’aproximació del Jacobià de 
l’equació 3.5 i si s’usa o no el valor d’alpha màxima. Font: Elaboració pròpia
Només les solucions calculades amb el mètode ID tenen un percentatge de més del 15% del 
temps total que es destina al càlcul del Jacobià J. Aquest fet es correspon amb el fet de que, 
per a cada parella O/D amb aquest mètode, s’ha de realitzar l’estimació tenint en compte 
vora 3.100 camins, mentre que pels mètode IDo i IDi només entren en l’estimació, de 
mitjana, 55 i 1,5 camins respectivament. Evidentment a més camins introduïts per a 
l’aproximació, més recursos computacionals calen per a trobar un resultat que satisfaci els 
criteris de precisió demanats pel Jacobià J. 
Un darrer comentari a realitzar sobre aquest experiment és que, a diferència de l’anterior, la 
iteració en la que es troba la matriu O/D que té el valor més petit de totes les 
experimentades per a cada mètode usat és quasi la mateixa, ja sigui usant el valor d’alpha 
màxima com si es decideix no usar-les. En aquest cas, decidir explorar l’espai de solucions 
no factibles només suposa una millora de la qualitat de la matriu O/D estimada, el que 
esdevé el principal motiu per a la implementació d’aquesta millora. 
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5.2.4. Altres consideracions de les experiències computacionals
Després haver realitzar una sèrie d’experiments sobre xarxes de diferent mida i diferents 
tipus d’informació de partida, cal fer uns darrers comentaris sobre el comportament de 
l’algorisme i les millores implementades que no han estat comentades a cap dels apartats 
anteriors.
Sobre el comportament de l’algorisme, no hi ha hagut cap resultat que demostrés un 
comportament anòmal, tot i que sí és cert que s’han trobat casos on s’ha mostrat un 
comportament no desitjat (com per exemple obtenir millor resultats amb aproximacions 
menys precises); aquests darrers són conseqüència de la definició pròpia del problema i de 
les hipòtesis de simplificació del càlcul que cal fer (no diferènciabilitat i ús d’aproximacions)
Sobre les millores implementades, la que major repercussió té és la utilització d’una cerca 
de la longitud de passa òptima que no requereix de cap re-avaluació de la funció objectiu, al 
contrari de la proposta original de Lundgren i Peterson basada en l’ús del mètode d’Armijo.
Si s’hagués seguit al peu de la lletra la implementació proposada per Lundgren i Peterson, 
per a les xarxes més petites quasi no hagués suposat un increment perceptible per a 
l’usuari; en canvi, i sota la suposició de que calen 4 re-avaluacions per a trobar un valor 
d’alpha que millori la funció objectiu donada una direcció de descens, incrementaria en 800 
segons la resolució de qualsevol dels problemes proposats per a la xarxa SIOUX FALLS, 4 
vegades més de temps que no pas l’experimentat. Per la xarxa TERRASSA, hagués suposat 
requerir uns 5.100 segons per fer només 50 iteracions, front els poc més de 1.100 segons 
experimentats.50
També cal recordar que el mètode d’Armijo només es conforma amb una longitud de passa 
que millori, com a mínim, un valor predeterminat de la funció objectiu. Això pot fer que, l’ús 
d’aquest mètode pel cas d’estudi d’aquest document, no només requereixi una gran 
quantitat de recursos sinó que, a més a més, sigui clarament ineficient per no aprofitar tot el 
potencial de la direcció de descens trobada.
L’ús d’aquesta cerca de la longitud de passa proporciona major rapidesa tan pel que fa a la 
necessitat de menor consum de recursos, com la de explorar amb major precisió la línia de 
l’exploració lineal que, el que permet no haver de caure en solucions intermitges que poden 
alentir el procés de convergència.
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50 El temps mig per a la resolució del problema de l’assignació del trànsit a les instàncies SIOUX FALLS és de 2 
segons mentre que per a la xarxa TERRASSA és de 20 segons.
A més a més, amb la millora, tan pel que fa al resultat obtingut com al consum de recursos 
computacionals requerits, que ha suposat la implementació del càlcul quasi-exacte de la 
longitud de passa, l’ús de les longituds de passa calculades pel mètode MSA han passat 
d’ésser imprescindibles per a les xarxes més grans si l’alternativa és el mètode d’Armijo, a 
no només no representar cap descens destacable pel que fa el consum de recursos, sinó 
que tampoc els resultats obtinguts compensen el seu ús per aconseguir aquest estalvi.
L’ús del mètode MSA també pot tenir una conseqüència negativa com és que, arribats a un 
nombre elevats d’iteracions, la longitud de passa sigui tant petita que la diferència entre el 
valor de la funció objectiu de la iteració anterior i l’actual sigui tant petit que trenqui el bucle 
principal, tot i ésser molt lluny d’un punt estacionari; en aquest cas no hi ha garanties de que 
la solució hagi convergit. Per evitar aquest cas, s’aconsella usar toleràncies a la 
convergència dels resultats molt estrictes.
Un darrer aspecte que, tot i no ésser purament operacional, es considera adient explicar és 
el fet de que les funcions objectius 4.1a i 4.1b tenen el mínim desitjat al valor 0, el que 
només s’aconsegueix si tan si els valors de la matriu llavor i els de la matriu estimada són 
iguals, com si la diferència entre els fluxos aforats i els estimats és nul·la; en canvi, les altres 
dues funcions objectius tenen aquest límit inferior en algun valor, segons les dades, a l’espai 
dels números reals. Aquest fet pot decantar, en moltes ocasions, en l’ús de les funcions 4.1a 
o 4.1b degut a la senzillesa d’entendre que zero vol dir matriu que reprodueix les 
observacions. Aquesta trivialitat a nivell computacional i operatiu pot no ésser-ho a l’hora de 
vendre el producte i més si el possible comprador no n’és coneixedor del problema de 
l’estimació de les matrius O/D i de les diferents tècniques aquí explicades.
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CONCLUSIONS
El present treball de fi de màster ha permès endinsar-se dins del problema de l’estimació de 
les matrius Origen - Destinació representatives, centrant-se principalment en algunes 
tècniques i procediments que permeten introduir la informació provinent dels aforaments de 
la xarxa, les quals són el nucli d’aquest TFM i que li donen el nom. 
Els principals resultats d’aquest treball són: per una banda, el present document (memòria i 
annexos) i, per l’altra, la implementació de l’algorisme de Lundgren i Peterson (2008) amb 
una sèrie de millores realitzades. A més a més, i com a conseqüència de garantir una 
correcta interpretació dels mètodes proposats i implementats, així com dels resultats que 
s’obtenen a les experiències computacionals, s’ha aprofitat aquest treball per a ampliar els 
coneixements en els mètodes de resolució de la programació no lineal i en llenguatges de 
programació com és C++. 
El document d’aquest treball ha volgut explicar des del problema més general que afecta a 
quasi tots els problemes de la realitat, la dificultat d’obtenir informació d’entrada de qualitat 
que permeti no caure en decisions no adequades, per a, de mica en mica, centrar-se en un 
mètode que permet garantir major probabilitat de esdevenir informació de qualitat pel cas de 
les matrius Origen - Destinació del tipus estàtiques sobre les xarxes viàries.
Pel cas concret de les matrius O/D, les que donen nom al present treball de fi de màster, els 
principals problemes que es poden trobar són: el fet que la informació de demanda de 
viatges és no observable directament i que aquesta varia en el temps; això provoca la 
necessitat de buscar mètodes que l’estimin i que, a més a més, garanteixin una qualitat 
suficientment acceptable per a no comprometre l’estudi posterior i que pot tenir greus 
repercussions. Sense anar més lluny, si s’usen models i simulacions és per la rapidesa i el 
relatiu baix cost amb els que es poden obtenir resultat davant d’altres alternatives com posar 
en prova les diferents alternatives a la realitat, però l’ús d’informació incorrecta o un mal ús 
pot provocar decisions que, com en s’esta veient als anys actuals, poden provocar 
lamentacions i qüestionar-se el treball dels professionals del sector del transport i el territori.
Seguint l’argumentació segons la classificació feta per Cascetta (1984.pp. 284), els mètodes 
d’obtenció de la informació de la demanda es poden classificar en mètodes directes 
(enquestes), mètodes indirectes (models estadístics) i mètodes amb aforaments de trànsit, 
pel cas de les xarxes viàries. Com s’ha vist, es aconsellable i, fins i tot obligatori, l’ús de 
mètodes de les tres categories per aconseguir, amb prou garanties, una correcta informació 
de la demanda i prevenir l’arribada dels diferents estudis que calgui fer a conclusions 
completament errònies.
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La tercera categoria, segons la classificació anterior, esdevé molt prometedora ja que millora 
la informació de la demanda gràcies a la incorporació de les dades dels aforaments; 
incorpora informació observable a informació no observable. Malauradament aquesta es veu 
ràpidament limitada per la necessitat de saber com incorporar-les. El tenir en compte els 
efectes de la congestió en l’assignació del trànsit o no, o el triar quin és el model que millor 
explica el comportament dels usuaris per a la tria d’un camí, són aspectes sensibles que no 
només afecten a l’estimació sinó també a la factibilitat de la pròpia incorporació; precisament 
el fet que al llarg dels 40 darrers anys s’hagin plantejat diferents formes d’aconseguir-ho pot 
ésser indicatiu del grau de dificultat que això suposa.
La majoria de models per a l’estimació de les matrius O/D a partir d’aforaments que tenen en 
compte la congestió acaben formulant un problema d’optimització bi-nivell. Aquest tipus de 
problemes no són estrictament convexos, el que significa una complicació més degut a la no 
existència d’un únic punt òptim. Degut a la dificultat de resoldre aquest tipus de problemes, 
el de l’estimació de les matrius de viatges de vehicles tenint en compte els efectes de la 
congestió a la xarxa, i sumat a les dificultats pròpies de qualsevol problema de trànsit, fan 
que intentar la cerca de la solució òptima exacta global sigui impracticable, havent de 
recórrer a d’altres estratègies de cerca de solucions locals, com és l’ús dels algorismes 
heurístics.
Tres algorismes heurístics basats en la resolució dels problemes no lineals pel mètode del 
gradient i derivats formen part important del cos d’aquest treball, Spiess (1990), com el que 
és implementat en programes comercials, com EMME i que han servit per a establir les 
bases per a d’altres com són els de Noriega i Florian (2007) i el que s’ha implementat en un 
programa per aquest treball de fi de màster, el de Lundgren i Peterson (2008).
Tots tres procediments han intentat superar d’alguna manera el problema que representa el 
no coneixement explícit de la variabilitat del flux dels arcs respecte al volum de les parelles 
O/D; això es déu precisament als efectes de la congestió a la xarxa ja que pot fer que una 
unitat més de flux en una relació Origen-Destinació canviï la distribució dels fluxos dels 
camins de les altres parelles, fent aparèixer o desaparèixer camins..., això, sumat al fet de 
que existeixen moltes possibles solucions a nivell dels camins que poden satisfer les 
condicions d’equilibri, fan que el problema formulat pugui ésser no diferènciable. 
Com s’ha vist, a diferència d’Spiess i Noriega i Florian que usen una aproximació d’aquests 
valors força simple, Lundgren i Peterson basa el potencial del seu procediment en 
aconseguir una millor definició d’aquests valors, aconseguint, en la majoria dels casos, 
trobar estimacions de les matrius Origen-Destinació estadísticament millors; per contra, 
aquesta millora requereix d’un major nombre de recursos.
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Com ja s’ha dit, un dels principals resultats d’aquest treball de fi de màster ha estat la 
implementació en llenguatge C++ del codi de Lundgren i Peterson, amb una sèrie de 
millores que, a priori, milloren l’eficiència d’aquest, com és aconseguir només resoldre un 
problema d’assignació del trànsit a cada iteració; millores en l’exploració de l’espai de 
solucions, com és permetre obtenir temporalment solucions no factibles o proposar altres 
funcions que guien la cerca de la solució desitjada. Aquest programa resta a disposició de 
l’inLAB de la UPC per al seu ús i per a possibles modificacions i millores.
Els diferents experiments que s’han realitzat han demostrat que l’eina implementada, 
juntament amb les millores fetes, satisfà les perspectives de millora de la qualitat de la 
matriu de viatges estimada que ha originat tot aquest treball i de rendiments computacionals 
acceptables, fent que esdevingui una eina útil i de gran potencial.
En línies generals, l’ús d’una aproximació del gradient més acurada (mètode ID) fa que els 
resultats de l’estimació de la matriu O/D siguin, estadísticament, millors i, per tant, el resultat 
obtingut sigui de major qualitat. Per contra, i com era d’esperar, demanar aquest augment de 
precisió del gradient comporta uns nous costos computacionals que cal tenir en compte. Les 
variants  del mètode ID que permeten reduir el consum de recursos, també han demostrat 
un comportament força bo en el sentit que amb increments de costos computacionals 
relativament baixos s’aconsegueixen millores en els valors de la funció objectiu majors que 
no pas si s’usa l’aproximació LC (Spiess i Noriega i Florian).
Tot i això, també s’ha pogut experimentar amb alguns dels possibles comportaments no 
desitjats però que, pel tipus de problema que es resol, es podrien donar, com per exemple 
obtenir pitjors resultats a mesura que s’incrementa la precisió de l’aproximació del gradient, 
tanmateix com a reconeixement de la dificultat del problema proposat. Aquest comportament 
possible però no desitjat és un dels principals punts febles d’aquests algorismes que cal, 
d’alguna manera, millorar en un futur, emprant, donada la no diferènciabilitat del problema, 
altres definicions de sotsgradients proposades en la literatura.
Les diferents millores incorporades, el poder trobar una longitud de passa òptima sense 
necessitat de realitzar cap nova resolució del problema del TAP i el permetre l’exploració 
temporal de solucions no factibles, han esdevingut considerades grans millores tan pel que 
fa a l'eficiència computacional com pels resultats obtinguts vers altres alternatives. Pel que 
fa a la incorporació de noves funcions objectius, els resultats poden ésser més discutits, 
sobretot pel que fa a l’equació 4.3 que, com a conseqüència dels seus resultats anòmals, 
per, segurament, el fet que cada component treballa a una escala diferent, no ha pogut 
ésser tinguda en consideració en cap dels experiments presentats; la resta de funcions 
noves han mostrat comportaments esperats.
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Es considera que la funció 4.3, tot i no haver pogut ésser usada pel seu comportament, pot 
suposar una revisió interessant dels procediments d’estimació de matrius O/D a partir 
d’aforaments ja que, per una banda incorpora les teories de la màxima versemblança pel 
que fa a la informació de les matrius O/D i, per l’altra, aplica el plantejament de mínims 
quadrats pels arcs i en el que es basen gran part dels procediments actuals. Aquesta 
fortalesa teòrica és la que ha esdevingut l’inconvenient numèric en aquest treball de fi de 
màster; superat el problema de les escales, s’espera que aquest plantejament permeti 
aconseguir matrius estimades molt més properes a la matriu representativa.51
Un aspecte que no s’ha estudiat en aquest treball, tot i que té certa relació amb aquest, és la 
decisió de quants arcs aforats cal per tenir informació útil per a introduir i quins han d’ésser; 
l’haver plantejat la tria dels arcs aforats resolent aquesta qüestió de manera més estudiada 
que no pas decidir-ho aleatòriament, hagués pogut permetre realitzar experimentacions més 
properes a les reals. Tot i això, la resolució d’aquest problema, la tria de la quantitat i 
ubicació dels arcs aforats, és un tema suficientment extens com per a realitzar un altre 
treball de fi de màster. 
En resum, sobre el programa implementat es pot dir que aquest compleix tan amb els 
objectius d’introduir de manera intel·ligent les dades observades d’aforaments per a millorar 
la matriu llavor original (algorisme de Lundgren i Peterson), com l’oferir un ventall suficient 
d’alternatives de càlcul per a poder realitzar aquesta millora de la qualitat de la informació de 
demanda per a xarxes de mida considerable. 
A més a més, aquesta experimentació ha suposat deduir, indirectament, propostes per a 
poder desenvolupar en propers treballs. Per una banda, es podria millorar l’eficiència del 
programa implementat, ja que degut a les limitacions en el coneixement i pràctica de 
programació en C++ de l’autor d’aquest document, es pot considerar que la programació 
realitzada pot ésser plena d'ineficiències de funcionament intern, tot i que s’ha mostrat que el 
resultat és plenament operatiu. A més, es podria plantejar l’ampliació cap a models de 
costos asimètrics segons explica l’algorisme de Lundgren i Peterson.
A nivell conceptual, el problema a resoldre i les tècniques per a fer-ho, l’aproximació del 
gradient topa amb la realitat de la no existència d’unicitat en l’espai dels camins i del fet que 
la introducció de, simplement, una unitat més de flux en una relació, no només pot 
redistribuir tot el flux per camins ja usats sinó que també pot fer deixar d’usar alguns o, fins i 
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51  Cal recordar que l’objectiu principal d’aquest TFM era el endinsar-se en el món de l’estimació de les matrius 
O/D, la implementació del procediment de Lundgren i Peterson i tenir-ne algunes experiències computacionals. 
Les millores fetes són treball de valor afegit.  Per aquest motiu, el comportament anòmal de la funció 4.3 no ha 
estat corregit, ja que es considera prou haver arribat a plantejar-la i detectar una possible font de problemes 
numèrics.
tot, usar de nous. En aquest sentit, potser el mètode proposat per Lundgren i Peterson té 
poc marge de millora sense incorporar nova informació, com pot ésser la de quins són els 
camins que s’usen realment i imposar alguna mesura per acotar i fer més eficient la cerca de 
la matriu O/D representativa per als estudis macroscòpics.
Sobre les millores realitzades, es poden realitzar dues recomanacions: la primera, fa 
referència a la projecció de les solucions no factibles, ja que es recomana explorar altres 
tipus de projeccions que permetin aprofitar encara més el potencial de permetre sortir de la 
regió de solucions factibles. La segona, fa referència a trobar la manera de que els valors de 
la funció 4.3 estiguin a la mateixa escala i per una banda eviti comportaments anòmals i per 
l’altra torni a fer que els paràmetres de ponderació de les components només tinguin un 
sentit sobre el nivell de confiança que el tècnic té de les dades originals.
Amb aquestes darreres recomanacions i futures vies de desenvolupament, es vol animar a 
seguir investigant en la línia d’incorporar, de manera intel·ligent i eficient, la major quantitat 
d’informació de qualitat disponible per aconseguir l’objectiu inicial que ha motivat el 
desenvolupament d’aquest treball, el disposar de matrius Origen - Destinació de gran 
qualitat.
Finalment, i degut al caràcter acadèmic d’aquest document, s’ha considerat adient finalitzar 
el present apartat i el cos de la memòria amb unes darreres paraules sobre què ha suposat 
per a l’autor la realització d’aquest treball.
A nivell purament teòric, la realització d’aquest treball de fi de màster ha servit per aprofundir 
en un tema d’especial interès per a l’autor i que degut a la gran extensió en el món del 
coneixement de l’àmbit d'especialització d’aquest màster, el de la logística, el transport i la 
mobilitat, i al fet de la necessitat d’ensenyar les principals línies d’aquest sector en un màster 
de 120ECTS52, ha fet que no s’hagi tractat amb la profunditat que a l’autor li hagués agradat 
fer. La pròpia introducció d’aquest treball ha volgut ésser un reflex d’aquesta realitat i una 
petita picada d’ullet a les diferents assignatures del màster. 
La captació de la informació de demanda és fonamental per a qualsevol estudi, esdevenint 
un dels nexes entre el món real i els models i simulacions, i així ha estat reconegut per tots 
els professors i professores del màster. És per això que pot sobtar que, segons pensaments 
de l’autor, no es presti una mica més d’atenció en aquest important nexe. Això ha estat el 
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52 Com sol dir el professor Dr.  Jaume Barceló Bruguera, codirector d’aquest TFM, a moltes de les seves classes, 
els seus alumnes seran deixebles en tot,  mestres en res. Aquesta frase vol dir que, com a mínim, els seus 
alumnes han de conèixer el major nombre de puntes d’icebergs per a,  posteriorment, ja sigui a la vida 
professional o en la realització del TFM, siguin capaços de saber com són els icebergs del coneixement del seu 
interès sota l’aigua.
principal motiu per a triar aquest tema i permetre completar l’adquisició de prou 
coneixements per a poder dedicar-se plenament al sector del transport i el territori.
Com sol passar, tot i que el nucli fort d’aquest treball ha estat l’estudi de diferents mètodes 
per a incorporar la informació provinent de les estacions d’aforaments a la matriu 
Origen-Destinació i la implementació d’una d’elles per a uns casos molt concrets (producte 
de la simplificació que cal fer a tots els models matemàtics), moltes vegades cal obrir altres 
línies d’estudi auxiliars per a entendre millor el problema i les formes de solucionar-ho; 
aquestes, a més a més, permeten interconnectar diferents àmbits del coneixement. 
Aquestes línies auxiliars han estat l’adquisició de nous coneixements i de la consolidació 
dels anteriorment adquirits pel que fa a l’assignació del trànsit i dels mètodes de resolució de 
programes no lineals.
Per una altra banda, la implementació del programa que s’ha usat per a la realització dels 
experiments que han format part del darrer capítol, ha requerit l’adquisició de coneixements 
en programació en C++, per aprofitar el treball fet anteriorment per l’equip del CENIT. L’autor 
del present treball desconeixia com programar en aquest llenguatge abans de la realització 
d’aquest treball; tot i el handicap inicial que això suposava, la decisió d’usar aquest 
llenguatge ha permès no preocupar-se del nivell inferior del problema bi-nivell i introduir-se 
en el món d’aquest llenguatge, que també pot obrir força portes a nivell professional.
Evidentment, aquest afany de no només centrar-se en la resolució del problema que dóna 
nom al treball (amb la implementació del programa), sinó també aprofitar per estudiar els 
altres àmbits explicats, ha suposat una treball de llarga duració, de més d’un any, que s’ha 
hagut de combinar amb tasques professionals. A la darrera figura es pot veure un esquema 
general del procés de realització d’aquest treball de fi de màster.
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Taula Conclusions.1: Diagrama de Gantt de l’evolució del TFM. Font: Elaboració pròpia
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Tot i que a vegades hagi pogut semblar que les branques del coneixement no han deixat 
veure i avançar més ràpidament en la realització d’aquest TFM, havent de redreçar-ne el seu 
curs cap a l’arbre que es volia trobar, aquesta exploració addicional es considerada de gran 
importància per al resultat final.
La presentació d’aquest document suposa, a l’espera de la presentació davant del tribunal, 
la culminació del màster universitari de Logística, Transport i Mobilitat, i, per tant, l’obtenció 
d’aquest títol que, a més a més, li permet complir amb tots els requeriments per a iniciar al 
proper mes de Setembre de 2013 els estudis de doctorat de Geografia a la Universidad 
Complutense de Madrid, on gaudeix d’una beca FPI (Formació de Personal Investigador)53; 
mentre que, a nivell personal i professional, ha esdevingut l’adquisició i consolidació d’una 
sèrie de coneixements que l’autor considera de gran utilitat per al seu desenvolupament, a 
tots els nivells, a l’etapa post-estudiant de màster.
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53 La trajectòria acadèmica de l’autor demostra el seu interès vers als problemes relacionats amb el transport i el 
territori i a l’acceptació de la interdisciplinarietat que aquest àmbit té.
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